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In Uebereinstimmung mit dem Titel „Einleitung in die theo- 
retische Physit" werden in dem vorliegenden Werke nur die Hülfs- 
mittel der Elementar-Mathematik benutzt. Es eignet sich daher vorzüg- 
lich zum vorbereitenden Studium für denjenigen, der nur mit den Kennt- 
nissen der "Mittelschulen ausgerüstet tiefer in das so umfangreiche Ge- 
biet der theoretischen Physik einzudringen strebt. Namentlich wird 
derselbe in die so mannigfaltigen Forschungsmethoden dieser Wissen- 
schaft eingeführt und so in den Stand gesetzt, die in dem Werke ange- 
gebenen eingehenderen Bücher und Abhandlungen nach Erlangung der 
nöthigen mathematischen Kenntnisse mit Vortheil zu studiren. 

Aber auch deijeuige, der keine weitere Studien beabsichtigt, wird 
bei der Menge des gebotenen Stoffes durch die Leetüre dieses Werkes 
eine gründliche Kenntniss von den Ergebnissen der theoretischen Physik 
erlangen. 

Das zweite Heft wird rasch folgen. 
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Die Herauggabe einer üebereetzung In französischer und englischer Sprache, 
sowie in anderen modernen Spraolien wird vorbehalten. 




Digitized by 



Google 



MECHANIK. 



I. Einleitung. 

Die Physik sucht die Erscheinungen der unorganischen Welt auf §• 1. 
möglichst einfache zurückzuführen, auf solche nämlich, deren Identität 
nur durch die nicht weiter zerlegbaren Begriffe von Kaum und Zeit fest- 
gestellt wird. Solche Erscheinungen nennen wir Kräfte und suchen, 
wenn wir ihre Entstehung einmal kennen gelernt, auch das Gesetz fest- 
zustellen, nach dem sich dieselben in Raum und Zeit ändern. Zu diesen 
besonderen Untersuchungen ist es wichtig, diejenigen Sätze zu kennen, 
die für alle Kräfte gelten und deren Erforschung die Aufgabe der Me- 
chanik ist. Wir beginnen also damit, die Kräfte im Allgemeinen zu be- 
trachten, welches auch die Art ihrer Entstehung sei und welchem Ge- 
setze auch die Aenderungen ihrer Intensitäten und Richtungen unter- 
worfen sein mögen. 

Um die Wirkungsweise von Kräften zu studiren, bringen wir sie an 
materielle Körper an. Letztere können ihren Zustand, sei es Ruhe, sei 
es Bewegung, nicht selbstthätig ändern, welche Thatsache wir unter dem 
Gesetze der Trägheit begreifen. Aendert ein Körper seinen Zustand 
nicht , so schliessen wir daher , dass auf den Körper entweder gar keine 
Kräfte wirken, oder solche, die sich gegenseitig aufheben, die wie wir 
sagen im Gleichgewicjite sind. 

Hierdurch gelingt es uns auch, die Intensität einer Kraft zu mes- 
sen. Zwei Kräfte müssen nämlich offenbar gleiche Intensität haben, wenn 
sie an einem und demselben freien Punkt in entgegengesetzter Richtung 
angebracht im Gleichgewicht sind, also den Zustand jenes Punktes nicht 
ändern. Mit Hülfe dieser Bemerkung kann man sich offenbar zu einer 
bestimmten Kraft jp andere suchen, die ebenso gross sind, und durch Verei- 
nigung solcher gleichen Kräfte kann man datin leicht Kräfte erhalten, die 
2, 3, 5, 10... mal grösser als p sind. Mit einer solchen Reihe von Kräften 

Lang, theoretische Physik. \ 
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2 Mechanik. 

könnte man dann durch Probiren die Intensität jeder beliebigen Kraft 
messen, ähnlich wie man das Gewicht eines Körpers mittelst der Wage fin- 
det. Man erhält so für die Intensität einer Kraft eine Zahl, welche an- 
giebt, wie oftmal grösser dieselbe als die zur Einheit gewählte Kraft ist. 
Statt durch Zahlen kann man die verschiedenen Kräfte natürlich 
auch durch Linien repräsentiren, deren Längen im Verhältniss jener Zah- 
len stehen. Wählt man hierzu gerade Linien, so kann man durch diesel- 
ben sogleich auch die Richtung der Kräfte darstellen, indem man von 
dem AngriflPspunkt einer Kraft aus auf ihrer Richtung ein Stück propor- 
tional ihrer Intensität abschneidet. 

§. 2. Der Zustand eines starren Körpers wird offenbar nicht geändert, 

wenn wir zu den schon vorhandenen Kräften noch solche an dem Körper 
anbringen, die unter sich im Gleichgewichte sind, falls sie allein auf den 
Körper wirken. Ebenso kann man, ohne den Zustand des Körpers zu ändern, 
Kräfte weglassen, die ungeachtet des Vorhandenseins der übrigen Kräfte 
sich gegenseitig aufheben. Mit demselben Erfolg kann man femer Kräfte 
P weglassen, für welche gleiche an denselben Punkten in entgegengesetz- 
ter Richtung angebrachte Kräfte Q im Gleichgewichte sind, wenn sie 
allein auf den Körper wirken. Das Hinzufügen der Kräfte ^ würde näm- 
lich den Zustand des Körpers nicht ändern; nun ist aber jede einzelne 
Kraft Q mit einer entsprechenden Kraft P, die an demselben Punkt an- 
greift, im Gleichgewicht. Solche Kräfte können unbeschadet des Zustan- 
des des Körpers weggelassen werden und der starre Körper kann somit 
auch keine Aenderung seines Zustandes durch Hinweglassung aller Kräfte 
P und Q erleiden. 

Ist ein starrer Körper, den wir uns aus einer Anzahl unveränder- 
lich mit einander verbundener Punkte zusammengesetzt denken, in Ruhe, 
und wirken auf denselben Kräfte, die im Gleichgev^ichte sind, so bleibt 
der Körper auch noch in Ruhe, wenn wir neue Verbindungen unter den 
einzelnen Punkten desselben herstellen oder eine beliebige Anzahl der- 
selben festmachen. 

§. 3. Wirkt auf den Punkt Ä eines freien Körpers die Kraft P, auf den 

Punkt B desselben aber die ebenso grosse Kraft P' in genau entgegen- 
gesetzter Richtung, so werden auch jetzt noch P und P' im Gleichge- 
wichte sein, falls die Linie AB mit der Richtung beider Kräfte zusam- 
menfällt und die Entfernung Ä B durch die Kräfte P und P' nicht ge- 
ändert werden kann, wenn also AB je nach der Richtung der Kräfte zu 
oder von einander wenigstens gegen Verkürzung oder gegen Verlängerung 
gesichert ist. 

Sobald aber die Punkte Ä und B eine andere Lage haben , können 
selbst bei gleicher Intensität und entgegengesetzter Richtung die Kräfte 
P und P' nicht mehr im Gleichgewichte sein, wie dies schon aus dem 
speciellen Falle hervorgeht, in welchem der betrachtete Körper anfang- 
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Einleitung. . 3 

lieh in Buhe ist. Diese dürfte nämlich durch die Kräfte P und P', falls 
diiBselben im Gleichgewichte sind, nicht gestört werden, sie müsste sogar 
noch erhalten bleiben, wenn ein beliebiger Punkt des Körpers fest ge- 
macht wird. Thun wir dies etwa mit dem Punkt A, so wird die KraffcP 
hierdurch einfach aufgehoben und die Kraft P' muss nothwendig eine 
Drehung des Körpers um Ä bewirken. Der Körper ändert somit seinen 
Zustand und die Kräfte P und P' sind somit nicht im Gleichgewichte. 

Das eben Bewiesene giebt den Satz : „Es kann keine an einem freien 
Körper wirkende Kraft P mit deüi Angriffspunkte A durch eine andere 
Kraft Q mit dem Angriffspunkte B ersetzt werden, wenn nicht die Linie 
A B mit der Richtung der Kräfte P und Q zusammenfällt," Da nämlich 
eine Kraft Q\ die im Punkte B genau entgegengesetzt wie Q wirkt, mit 
letzterer Kraft im Gleichgewichte ist, so müssen auch Q' und P im Gleich- 
gewichte sein, falls wirklich Q durch P ersetzbar ist. Letzteres ist aber 
nach dem Vorhergegangenen nur möglich, wenn unter anderem die Linie 
A B mit der Richtung von P und Q' zusammenfallt. 

Es kann aber jede Kraft P, die an einem freien Punkte A angreift, §, 4. 
ohne Aenderung ihrer Wirkung parallel nach einem beliebigen Punkte B 
in ihrer Richtung versetzt werden, wenn nur die Verbindung der Punkte 
A und B eine solche ist, dass ihre Entfernung durch die Kraft P in ^ 
nicht geändert werden kann. Je nach der Lage des Punktes B vor oder 
hinter dem Punkte A genügt es daher , dass die Verbindung A B gegen 
Verlängerung oder gegen Verkürzung gesichert ist. Betrachten wir, um 
den aufgestellten Satz zu beweisen, etwa den ersten Fall, so haben wir 
im Punkte A eine Kraft P genau gegen B gerichtet, wir bringen nun in 
diesem Punkte eine Kraft P' in derselben Richtung, im Punkte A aber 
eine Kraft P'' in genau entgegengesetzten Richtungen und machen P =r 
P' = P". Durch das Anbringen der Kräfte P' und P" wird aber der 
Effect der Kraft P nicht gestört, da diese Kräfte bei der Unmöglichkeit, 
die Punkte A und B von einander zu entfernen, sich aufheben. Von den 
drei Kräften P, P' und P" kann man aber ebenfalls die beiden ersten 
unbeschadet der Wirkung weglassen, da dieselben ersichtlich schon für 
sich in jedem Falle im Gleichgewichte sind. Es bleibt also nui^die Kraft 
P" über, die dasselbe leistet wie die ursprüngliche Kraft P. Ebenso 
würde man aber auch den zweiten Fall beweisen. 

Dies in Verbindung mit dem vorhergehenden Satze giebt schliesslich 
den Satz: „Lässt sich die an einem freien Körper wirkende Kraft P mit 
dem Angriffspunkte A durch die Kraft Q mit dem Angriffspunkte B er- 
setzen, so liegt erstens A in der Richtung der Kraft Q und umgekehrt, 
zweitens sind die beiden Kräfte gleich gross." Fände nämlich die erste 
Hälfte dieses Satzes nicht statt, so wäre die Ersetzung ja gar nicht mög- 
lich, verlegt man dann die Kraft Qn&ch A, so hat man in diesem Punkte 
zwei Kräfte, die sich gegenseitig ersetzen und daher nothwendig gleich 
sein müssen. 

1* 
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n. Gleichgewicht eines Punktes. 

§. 5. Es kann geschehen, dass eine Anzahl von Kräften P, die auf einen 

freien Körper wirken, sich durch eine einzige Kraft R ersetzen lassen, 
welche man dann mit dem Namen Resultante belegt, während die durch 
sie ersetzten Kräfte die Componenten genannt werden. Es ist ohne 
Weiteres klar, dass wenn man in dem AngriflPspunkte der Resultante eine 
ihr gleiche aber entgegengesetzte Kraft R* anbringt, diese Kraft mit den 
ursprünglichen Kräften P im Gleichgewichte stehen muss. 

Wirken die Kräfte P auf einen freien Punkt Ä , so haben sie immer 
eine Resultante. Es lässt sich nämlich die durch jene Kräfte P hervor- 
gebrachte Bewegung des Punktes A offenbar immer durch eine einzige 
Kraft bewerkstelligt denken, was auch mit den folgenden Sätzen im Ein- 
klänge steht. 

Sind die Kräfte P alle einander parallel, so hat natürlich auch ihre 
Resultante dieselbe Richtung; die Grösse der Resultante ist aber die 
algebraische Summe der Kräfte P, indem solche der letzteren, die nach 
gerade entgegengesetzter Richtung wirken, mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen versehen werden müssen. 

§. 6. Wirken zwei Kräfte P und Q unter einem Winkel auf den freien 

Punkt Ä, so muss die Resultante dieser zwei Kräfte offenbar in der 
Ebene derselben liegen, da ja kein Grund vorhanden ist, warum die Resul- 
tante eher nach der einen oder nach der anderen Seite der Ebene P Q 
gerichtet sein soll. Es ist auch klar, dass die Richtung der Resultante 
innerhalb des Winkels fällt, den die Richtungen von P und Q mit ein- 
ander bilden. Die Wirkung der Kraft P ist ja darauf gerichtet, den 
Punkt Ä von der Bahn in der Richtung der anderen Kraft abzulenken, 
daher der Punkt Ä eine Bewegung innerhalb des Winkels P Q einschla- 
gen wird, die offenbar nur durch eine ähnlich gerichtete Resultante her- 
vorgebracht werden kann. 

Sind die Kräfte P und Q gleich gross, so muss die Richtung ihrer 
Resultante R den Winkel zwischen P und Q halbiren, ebenfalls weil 
kein Grund vorhanden ist, warum R näher an P oder an Q liegen soll. 
Die Kräfte P und ^ können daher auch unbeschadet ihres Effectes nach 
jeden Punkt B der Linie, welche ihren Neigungswinkel halbirt, versetzt 
werden, denn diese Linie ist die Richtung der Resultante i?, welche letz- 
tere daher nach B verlegt werden, in B aber wieder durch ihre Compo- 
nenten P und Q ersetzt werden kann. Nur muss natürlich B mit dem 
ursprünglichen Angriffspunkt Ä unveränderlich verbunden sein. 

§. 7. Parallelogramm der Kräfte. In dem allgemeinen Falle, dass 

zwei ungleiche Kräfte P und Q auf den freien Punkt A wirken , findet 
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Gleichgewicht eines Punktes. 5 

man Richtung und Grösse der Resultante nach folgender Regel: ,Man 
schneidet von A aus auf den Richtungen der Kräfte denselhen proportio- 
nale Stücke A M und AN ah und zieht durch M und N eine Parallele 
zu der gegen üherliegenden Kraft; die Diagonale A F des so gebildeten 
Parallelogramms AMFN giebt dann die Richtung und Intensität der 
Resultante der Kräfte P, ^.** 

Wir wollen diesen Satz vorderhand in Betreff der Richtung der 
Resultante beweisen und betrachten hierbei zuerst den Fall, in welchem 
die Kräfte P und Q commensurabel sind. Dann kann man das gemein- 
same Maass p derselben immer so klein wählen, dass in den Gleichungen 

P = mp, ^ = nj) 
m und n nicht nur rationale, sondern auch ganze Zahlen sind. Sollen 
nun die Linien A M und A N die Kräfte P und Q repräsentiren, so muss 
sich-43f inm und-4iVinnTheile theilen lassen, die alle unter sich gleich 
sind. Wir erhalten so auf der Richtung beider Kräfte die gleich weit 
abstehenden Punkte A,h,c..,M und A, h\c' ... N und können uns statt 

P Q 

der Kräfte P und Q in A die Kräfte — und — in den angeführten Punk- 

die dazwischen liegenden Theile der Linien 

A M und A N, gesetzt denken. Durch 

die erwähnten l'heiluugspunkte legen wir 

beziehungsweise zu den Linien A M und 

A N Parallele , welche das Parallelogramm 

A M F N in m n Rhomben theilen , und 

folgendes System von Kreuzungspunkten 

A h c d . . . M 

V X y z . . . B 

d u V w . . . G 



ten, repräsentirt durch 
Fig 1. 




bilden. Letztere denken wir uns, wenn 
nöthig, zeitweilig mit^ unveränderlich fest 
verbunden. 

Die Kräfte Ah und Ah'* können wir 
uns nun ersetzt denken durch zwei Kräfte, 
welche durch die Linien xy und a?tt repräsen- 
tirt werden, letztere Linien sind ja mit der 
ersteren gleichlang und gleichgerichtet und 
X ist ein Punkt der Halbirungslinie des Winkels h A h\ Statt der Kräfte xu 

P . 

und a? V kann man ferner setzen die Kraft hx inb und die Kraft — • inB parallel 

m 

zu A M, indem man nämlich diese Kräfte im Sinne ihrer Richtung ver- 
schiebt. Nun können wir auf dieselbe Weise die beiden Kräfte h c und 
hx inh ersetzen durch die Kräfte yv und y z, und diese wieder durch c t/ 

. . P 

und eine Kraft gleich — in B. Indem wir dieses Verfahren bis zum 
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§.8. 



§.9. 



Punkte M fortsetzen , erhalten wir schliesslich statt der Kräfte A M und 

p 
A y die Kraft B G und m mal die Kraft — im Punkte P, oder aber die 

m 

Q 

Kraft — im Punkte F und die Kraft P im Punkte B. Denkt man sich 
n 

die letztere Kraft, was ja gestattet ist, im Punkte h' angreifend, so kann 

man nun auf die nämliche Weise die Kräfte P und 6' c' nach G bringen 

und hat dann statt der Kräfte A M und A d die Kraft P im Punkte G 

Q . 

und 2 mal die Kraft — im Punkte F, Die Fortsetzung des Verfahrens 

ergiebt also zum Schlüsse, dass die ursprünglichen Kräfte P und Q im 
Punkte A ersetzt werden können durch die Kräfte P und Q im Punkte F, 
Die Resultante dieser beiden Kräfte in A muss daher auch ersetzt wer- 
den können durch ihre Resultante in F, welche daher in beiden Fällen 
durch die Punkte A und F hindurchgeht; die Linie A JP, welche somit 
die Richtung der gesuchten Resultante angiebt, ist aber die Diagonale 
des mit den Kräften P und Q construirten Parallelogramms. 

Sind die beiden Kräfte P, Q, folglich auch A Mund A N, nicht commen- 
surabel, so kann man den vorhergehenden Satz auf folgende indirecte 
Art beweisen. Wäre nämlich nicht die Diagonale A F des Kräfteparallelo- 
gramms AMFN die Richtung der Resultiren- 
den, sondern etwa eine Linie, welche die Seite 
^1^ im Punkte 6r schneidet, unS ist auf der 
liinie A M das Stück AH = N G, so giebt es 
zwischen H und M gewiss einen Punkt «7", für 
welchen das Verhältniss AJ: AN ein rationa- 
les ist. Denken wir uns nun die Kraft A M 
zerlegt in ^cT" und JM^ so müssen die Kräfte 
A J und A N sich nach dem Vorhergehenden 
durch eine einzige Kraft S ersetzen lassen, 
deren Richtung mit der Diagonale des Paral- 
lelogramms AJNK zusammenfällt. Die Kräfte 
S und JMy welche wir uns nach A versetzt 
denken können, hätten also eine Resultirende, 
deren Richtung A Qr nicht einmal innerhalb 
des Winkels MAKliQ^^ den die beiden Kräfte 
mit einander bilden. Dies ist aber unmöglich, wodurch bewiesen ist, dass 
wir von einer falschen Voraussetzung ausgegangen sind. 

Die Resultante B der zwei Kräfte P und ^, die auf den freien 
Punkt A wirken, ist aber auch gleich der Länge der Diagonale des 
Kräfteparallelogramms AMFN. Denn bringt man im Punkte A eine B 
gleiche Kraft AF' in genau entgegengesetzter Richtung an, also m der 
Verlängerung von AF^ welches ja die Richtung der Resultante ist, so 



Fig. 2. 
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muss ofifenbar Gleichgewicht herrschen zwischen den Kräften A M^ A N 
und A F*, Es muss daher eine Kraft A M\ welche gleich und entgegeu- 



Fig. 3. 



gesetzt der Kraft A M ist, auch die Resultirende der 
Kräfte AN und AF^ sein, da sie ja ebenso der 
Kraft A M das Gleichgewicht hält, wie die Kräfte 
AN und ^^ es thun. Soll aber die Resultante der 
letzteren Kräfte durch A M' gegeben sein , so muss 
ANM*F ein Parallelogramm, also A F* i^ M^ N 
sein. Da aber auch A W die Verlängerung von A M' 
parallel FN und daher M'N = ÄF ist, so ist A F' 
oder die Grösse der Resultante B wirklich gleich 
der Diagonale AF des mit P und Q construirten 
Kräfteparallelogramms. 

Durch wiederholte Anwendung des Kräfteparal- 
lelogramms kann man nun eine beliebige Anzahl von 
Kräften , die auf einen freien Punkt Ä wirken , zu 
einer Resultante vereinigen. Man überzeugt sich 
leicht , dass es bei diesem Verfahren eigentlich nur 
nöthig ist, mit den Linien, welche die Kräfte repräsentiren , folgende 
einfache Construction auszuführen. Man setze an den Endpunkt der 
ersten Linie durch paralleles Verschieben die zweite Linie u. s. f. bis zur 
letzten Linie; verbindet man dann den Punkt A mit dem Endpunkte F 
der letzten Linie, so giebt die Linie A F Grösse und Richtung dter ge- 
suchten Resultante. 




Besultante dreier zu einander senkrechter Kräfte. Um das §. 10. 
vorhergehende allgemeine Problem auch analytisch zu lösen, wollen wir 
zuerst den Fall betrachten, in welchem ein freier Punkt von drei zu 
einander senkrechten Kräften angegriffen wird. Diese Kräfte P, Q, B 
seien reprasentirt durch die Linien OA^OB und C. Durch die Punkte u4, 
5, C legen wir Parallelebenen zu den Ebenen der Kräfte, so dass wir 
im Ganzen sechs Ebenpn haben, die alle wechselweise auf einander senkrecht 
stehen und das rechtwinklige Parallelepiped OABCFLMN bilden. 



Fig. 4. 
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Die Linie ON giebt uns dann die Resultante 
der Kräfte P u.nd Q, da. j& OABN ein Pa- 
rallelogramm ist; ebenso ist OF die Resul- 
tante der Kräfte OiV und OC = B, OF ist 
daher auch die gesuchte Resultante aller drei 
Kräfte P, Q, B. Nennen wir die Cosinusse der 
Winkel , welche F mit den Componenten bil- 
det , a, 5, c , so hat man , da Winkel wie FAQ 
rechte sind, 

OA = a.OF, OB = b.OF, OG=c.OF 1) 
ferner 
OF^ = FN^ -f ON^=OA^ + AN^ + 00«, 
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0F2= 0^2 + O-B^ + 0C3 2) 

welche Gleichung die gesuchte Grösse der Resultante giebt, ausgedrückt 
durch die Grössen ihrer Componenten. Kennt man aber einmal die Grösse 
der Resultante, so geben die Gleichungen 1) ihre Richtung, d. h. die Win- 
kel, welche sie mit den drei Componenten bildet. 

Wie die letzte Gleichung lehrt , können drei Kräfte , die auf einen 
freien Punkt wirken, nie im Gleichgewichte sein. Im letzteren Falle 
müsste nämlich ihre Resultante gleich Null sein, dies ist aber nicht mög- 
lich, da nach Gleichung 2) OF eine Summe dreier positiver Grössen ist. 

Da, wie die Gleichungen 1) zeigen, OÄ, OB, OG die Projectionen der 
Linie OF sind, so enthält Gleichung 2) den wichtigen geometrischen 
Satz: „das Quadrat einer Linie ist gleich der Suttnme der Quadrate ihrer 
rechtwinkligen Projectionen". Aus den Gleichungen 1) und 2) leitet man 
aber leicht folgende ab: 

a« + b« + c» = 1 3) 

welche besagt, dass für ein rechtwinkliges Axensystem die Summe der 
Quadrate der Richtungscosinusse einer Geraden gleich Eins ist. 

§.11. Besultante beliebig vieler Kräfte. Wir legen durch den freien 

Punkt 0, auf welchen die Kräfte P, P', P" ... wirken , drei zu ein ai) der 
rechtwinklige Axen und zerlegen jede der gegebenen Kräfte in ihre Com- 
ponenten längs dieser Richtuugen, wozu wir nach den Gleichungen 1) 
bloss ihre Projectionen auf diese Richtungen zu suchen haben. Wir haben 
dann bloss Kräfte parallel den drei Axen und können solche, die nach 
denselben Axen wirken, durch einfache Addition oder Subtraction zusam- 
menziehen, je nach dem Vorzeichen der Richtungscosinusse a, b, c, a', b\ c' . . . 
der einzelnen Kräfte. Dies giebt uns die drei zu einander senkrech- 
ten Kräfte 

X = 2J (a.PlY=2J (h.P\Z = 2] (c,P) .... 4) 
für deren Resultante wir nach dem Vorhergehenden die Grösse 

B = VZ2 + Y^ + Z^ 5) 

und die Richtungscosinusse. 

cos(BX) = ^,cos(BY) = ^,cos{BZ) = ^ ... 6) 

erhalten. 

Um die Grösse von B noch unabhängig von den Winkeln darzustel- 
len, welche die einzelnen Kräfte mit den Axen bilden, wollen wir den 
Neigungswinkel d zweier geraden Linien durch die Richtungscosinusse 
UfV,w,u\v\v/ derselben ausdrücken. Wir lassen zu dem Zwecke beide 
Gerade durch parallele Verschiebung durch den Axenmittelpunkt gehen 
und wählen auf denselben die Punkte Mund N so, dass 0M^= ON=m 
ist. Das Dreieck MON giebt dann 

MN^ — OM^ -f ON^ - 2 OM. ONcosO 
= 2»w2 (1 — cosO), 
Gleichung 2) aber mit Rücksicht auf Gleichung 3) 
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da die Projectionen von MN auf die Axen offenbar 

mu — mu\ mv — mv\ mw — mw* 
sind. Aus diesen beiden Werthen für MN erhält man aber leicht 

cosd = au' -\- vv' + wv/ 7) 

Berechnet man sich nun die Quadrate von X, Y, Z mit Hülfe der 
Gleichungen 4), so werden in der Summe derselben offenbar nur Glieder 
von den Formen 

PP(aa' + W ■¥ c<f) = FP'.cosiPP^ 
vorkommen und zwar werden die Glieder von der letzteren Form immer 
zweimal auftreten. Dies giebt uns also für die Resultante die Grösse 

B^ = 2J(P^) + 22J [PP'.cosiPP)] 8) 

Bedingung des Gleiehgewichtes. Soll in dem zuletzt betrachteten §. 12. 
Falle Gleichgewicht eintreten, so muss auch jetzt wie Gleichuug 5) lehrt 

±= Y=: Z= 9) 

sein. Da jedoch unsere rechtwinkligen Axen ganz willkürlich gewählt wur- 
den , so wird überhaupt im Falle des Gleichgewichtes für jede Linie die 
algebraische Summe der Projectionen der Kräfte auf diese Linie verschwin- 
den müssen. Es lässt sich aber zeigen, dass wenn die Summe der Projec- 
tionen für beliebige drei Linien L, L\ L'\ die nicht in derselben Ebene 
liegen, gleich Null wird, dies auch für alle anderen Linien, gilt. Sind nämlich 
die Richtungscosinusse dieser Linien u^ v, w, u\ v\ w\ vl\ v*\ w", so bilden 
sie mit den Kräften P, JP' . . . Winkel , deren Cosinusse von der Form 
au -\- "bw -{- cw sind. Soll daher die algebraische Summe der Projec- 
tionen für diese drei Linien verschwinden, so muss 

^ \P(au ^hv -^^ cw)^ = 
£ [P(aw' + hv' -f cmO] = 
2J [P(au" -f bv'' + cw")] = ' 

Sein, welche Gleichungen sich auch so 

u E{Pa) + vHiPh) -f w2:{Pc) — 0) 
v! 2(Pa) + v'E{PV) + w'2:{Pc) = . . . . 10) 
vf'ElPa) + v"E{Ph) + w''2(Pc) = oj 
schreiben lassen, wenn man die constanten Grössen vor das Summenzei- 
chen setzt. Eliminirt mau nun aus diesen Gleichungen die Grössen 
2J(Pa\ 27(Pl>), 2J(rc)j so erhält man als Residtat eine sogenannte De- 
terminante. 
u V w 
0= u' v' tf/ =uv'u/' — uw'v'' -f- vw'u'^ — vu'u/^ + wm'i;" — wv'u" 11) 

welche durch die Richtungscosinusse der Linien i>, L\ L" Null werden muss, 
sollen die Gleichungen 10) zu gleicher Zeit bestehen können. Die letzte 
Gleichung ist aber wirklich erfüllt, wenn die drei Linien in einer Ebene 
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liegen, wie man mit Hülfe der Gleichung cos U V^ = cos {LU + hU*) 
finden kann, welche alsdann statthaben muss. 

Sollen aber, wie wir angenommen, die drei Linien L^L\L" nicht in 
einer Ebene liegen, so können die Gleichungen 10) nur dadurch erfüllt 
werden, dass 

i:{Pa) = ZiPh) = £(Pc) = 
ist. Die Summe der Projectionen wird dann wirklich für die willkür- 
lich gewählten Axenrichtungen und daher auch für jede beliebige Rich- 
tung gleich Null. 

§. 13. Bedingungen des Gleichgewichtes ffir einen nicht völlig freien 

Punkt. Wenn Kräfte P auf einen Punkt A. wirken, der in seiner Bewe- 
gung gezwungen ist, auf einer festen Oberfläche zu verbleiben, so ist 
zum Gleichgewichte hinreichend, dass die Kräfte Peine Resultante geben, 
welche senkrecht auf jener Oberfläche steht. Der Punkt A hat nämlich 
dann keine Veranlassung, seinen Platz auf der Oberfläche irgendwie zu 
ändern, da alle Richtungen um die Normale herum sich gleich verhalten; 
derselbe ändert also in diesem Falle seinen Zustand nicht und die auf ihn 
wirkenden Kräfte stehen im Gleichgewichte. 

Die Resultante der Kräfte P bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, 
deren Cosinusse nach der Bezeichnung des §.11. 

X Y Z 
E' B' B 
sind. Ist ferner die Gleichung der Oberfläche f(xyz) = gegeben, so 
kann man sich auch die Rieb tun gscosinusse a, 5, c berechnen, welche die 
Normale an die Oberfläche in dem durch die Coordinaten S, ly, 5 gege- 
benen Punkt Ä mit den Axen bildet. Soll nun die Resultante B im 
Punkte Ä senkrecht stehen auf der Oberfläche, also mit der Normale 
zusammenfallen, so muss off'enbar sein 

X ^ Y Z 

^ = B'^=B^'=B 
von welchen Gleichungen die dritte eine nothwendige Folge der beiden 
ersten ist. Dieselben können daher passend durch Elimination von B 
auf die Doppelgleichung 

X_Y_Z 

a h c 

reducirt werden, welche die gesuchte Bedingung des Gleichgewichtes an- 

giebt für einen Punkt, der sich nur auf einer festen Oberfläche bewegen 

kann. 

Die Richtung der Resultante B nach der einen oder nach der ande- 
ren Hälfte der Normale ist im Allgemeinen gleichgültig; nur wenn der 
Punkt Ä sich wenigstens nach einer Seite von der Oberfläche entfernen 
kann, muss natürlich die Richtung der Resultante B die entgegenge- 
setzte sein. 
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Man kann die letzte Gleichung auch aus den Gleichgewichtshedin- 
gungen ahleiten, die für einen völlig freien Punkt gelten, man braucht 
nur den Widerstand N. der Oberfläche in der Richtung ihrer Normalen 
als ebenfalls auf den Punkt Ä wirkende Kraft zu den Kräften P hinzu- 
zufügen. Die drei Componenten X, Y, Z der letzteren müssen dann noch 
durch die Componenten dieses Widerstandes parallel den drei Axen d. i. 
um Na, Nl), Nc vermehrt werden. Sollen nun diese Kräfte im Gleich- 
gewichte sein, so muss 

sein. Aus diesen Gleichungen erhalten wir aber durch Elimination von N 
genau die früheren Bedingungsgleichungen, sie geben aber auch i^, die 
Grösse des normalen Widerstandes der Oberfläche, mau findet nämlich 
leicht 

Z2 + r2 + Z^^ = i^2 (a2 + fe2 _|. c2) = i^ 

oder 

N = ± VX2 -\^ Y^ + Z^ 
wobei das untere Zeichen, wie immer, für ^zu nehmen ist, wenn dieser 
Widerstand nach der entgegengesetzten Seite gerichtet ist, als nach der 
wir die Normale als positiv betrachten. 

Kann der Punkt Ä sich bloss auf einer festen Curve bewegen, so §. 14. 
genügt es zum Gleichgewichte der auf ihn wirkenden Kräfte P ofiFenbar, 
dass die Resultante B der letzteren senkrecht zur Tangente an jene 
Curve im Punkte Ä ist. Sind die Richtungscosinusse der Tangente u, v, w, 
so hat man für den Winkel ö, den sie mit der Resultante bildet, 

und daher als Bedingung des Gleichgewichtes, in welchem Falle ö = 90® 
sein muss, 

= wX + t;r + V)Z. 
Auch in diesem Falle kann man den Punkt A als frei betrachten, 
falls man den Widerstand N der Curve senkrecht zur Tangente als wei- 
tere Kraft einführt. Sind die Richtungscosinusse dieses Widerstandes 
a, &, c, so hat man 

aVf ■\' "bv ■\- cw ^=: cos 90® = 
und als Bedingungen des Gleichgewichtes 

X + Na=Y + m = Z -\- Nc = 0. 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit % v, w und addirt sie, so 
erhält man mit Rücksicht auf die vorhergehende 
wZ + «;r + «;Z= 
also dieselbe Bedingungsgleichung wie früher. 

Ebenso findet man leicht für die Grösse des Widerstandes 

N = ±Vx^ + r« -f-z^. 



Digitized by 



Google 



1 2 Mechanik. 



m. Theorie der Kräftepaare. 



§. 15. Mit der Absicht, die Bedingungen des Gleichgewichtes auch für 

Kräfte, die an verschiedenen Punkten eines starren Körpers angreifen, 
festzustellen, betrachten wir zuerst den speciellen Fall zweier gleicher 
Kräfte P, P', die auf zwei verschiedene Punkte Ä und B eines freien 
festen Körpers nach entgegengesetzter Richtung wirken. In diesem Falle 
haben nämlich die Kräfte P und P' keine Resultante. Denn dreht man 
dieselben in ihrer Ebene um den Halbirungspunkt der Linie A B um 180® 
herum, so wird ihr Effect nicht gestört, da auch nach der Drehung gleiche 
Kräfte an denselben Punkten nach denselben Richtungen wirken. Wäre also 
eine Resultante vorhanden gewesen, so müsste auch diese nach der ange- 
gebenen Umdrehung noch dieselbe Wirkung hervorbringen; dies ist 
aber natürlich unmöglich, welche Lage man auch für die Resultante an- 
nehmen mag. 

Solche zwei gleiche und antiparallele Kräfte wie P, P', die man 
zusammen ein Kräftepaar nennt, haben also keine Resultante. Ihr 
Effect ist vielmehr der, den Körper so zu drehen, dass die Linie AB mit 
ihren eigenen Richtungen zusammenfällt. Würde man das betrachtete 
Kräftepaar um die Linie AB um 180^ herumdrehen, so bekäme man ein 

ganz ähnliches Kräftepaar, welches sich von 
^* dem früheren nur dadurch unterscheidet, 

dass es dem Körper eine Drehung in gerade 
entgegengesetztem Sinne zu geben bestrebt 
ist. Um nun solche Kräftepaare genau von 
einander zu unterscheiden, denkt man sich im 
Halbirungspunkte der Linie A B eine Senk- 
rechte zur Ebene des Ki*äffcepaares errichtet, 
in diese Senkrechte aber eine Figur mit den 
Füssen in so hineingelegt, dass für dieselbe 
die durch das Kräftepaar bewirkte Drehung 
von vorn nach rechts zu stattfindet. Die- 
jenige Richtung Jener Senkrechten, nach welcher dann der Kopf der Figur 
gerichtet ist, heisst die Axenrichtung des Kräftepaares. 

Für jedes schiefwinklige Kräftepaar kann aber ein rechtwinkliges 
gesetzt werden. Zieht man nämlich durch irgend einen Punkt der 
Linie AB eine Senkrechte zu den Richtungen der Kräfte P, P*, welche 
von dieser Senkrechten etwa in den Punkten M und N getroffen werden, 
80 kann man sich die Kräfte P und P' unbeschadet ihres Effectes auch 
in den Punkten M und N angreifend denken , wo sie dann ein recht- 
winkliges Kräftepaar bilden. Auf solche Kräftepaare beziehen sich auch 
immer die folgenden Untersuchungen, wenn nicht ausdrücklich das Gegen- 
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theil angegeben ist. Man nennt ferner die Länge MN den Arm, das 
Product P.MN aber das Moment des Kräftepaares P.MN. 

Zum Beweise der nachfolgenden Eigenschaften der Kräftepaare ist §. 16. 
es nöthig, die allgemeine Aufgabe, die wir uns gestellt haben, vorerst m 
dem speciellen Falle zu lösen, wo auf die Punkte A und A' eines freien 
festen Körpers zwei parallele Kräfte P und P' in demselben Sinne wirken. 
Diese zwei Kräfte lassen sich nämlich zu einer Resultante JB zusammen- 
setzen, deren Grösse F -\- P' ist und deren den einzelnen Kräften parallele 
Richtung die Linie AA^ in einem Punkte schneidet, für welchen 

P:P' = OA'.OA. 
Die Wirkung der parallelen Kräfte P und P', welche durch die Linien 
AM und AM' repräsentirt werden sollen, wird nämlich nicht gestört, 
Y\g, (j. wenn wir in den Punkten A und A 

zwei gleiche Kräfte A B und A' B^ 
in entgegengesetzter Richtung längs 
AA' wirkend anbringen. Die Kräfte 
AM und AB kann man aber zu 
einer einzigen Kraft A C zusam- 
mensetzen , wenn AB CM ein Pa- 
rallelogramm ist; ebenso erhält man 
statt der Kräfte A' M' und A' B' 
die einzige Kraft A C. Die Kräfte 
AC und A' C lassen sich nun in 
den Durchschnittspunkt D ihrer 
Richtungen versetzen, wo sie durch 
die Linien DE=ACuudDIf = 
A! Ü repräsentirt wieder in ihre früheren Componenten zerlegt werden 
können. Wir bekommen so durch Construction der Parallelogramme 
DG^^l^und Ba'E!F* erstens parallel den Kräften AB und A'B' die 
ihnen gleichen und entgegengesetzten Componenten D^^undDJ^, welche 
sich somit aufheben, zweitens parallel den Kräften AM xmdi A' M' die 
ihnen gleichen Kräfte D 6r und B G\ Da letztere in dieselbe Richtung fal- 
len, so lassen sie sich durch blosse Summation vereinigen und geben so 
für die Grösse der gesuchten Resultante Ä = P + P'. Diese Resul- 
tante ist, wie wir gesehen , parallel den Kräften P und P' und schneidet 
die Linie AA* in einem Punkte 0, für welchen man aus der Aehnlich- 
ktit der Dreiecke ACM und AOD, A' C M' und A'OD, leicht die Rich- 
tigkeit der Proportion 

PiP" = OA'iOA 

^beweist. Der Punkt 0, dessen Lage somit unabhängig ist von der Rich- 
tung der componirenden Kräfte, heisst der Mittelpunkt der parallelen 
Kräfte oder der Angriffspunkt der Resultante, obwohl man sich natürlich 
letztere in jedem Punkte W ihrer Richtung, der mit AA' fest verbunden 
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Fig. 7. 




ißt, angreifend denken kann. Die Lage eines solchen Punktes W ist aber 
nicht mehr unabhängig von der Richtung der Kräfte. 

§. 17. Der Effect eines Kräftepaares wird durch paralleles Verschieben des- 

selben nichi^ gestört. Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir die 
beiden Kräftepaare P. -45 und P' .A'B\ welche durch parallele Verschie- 
bung zur Deckung gebracht werden können und für welche P = F^ ist. 

In jedem der Punkte J.' und B* brin- 
gen wir nun in entgegengesetzter 
Richtung wie die Kraft P' eine ihr 
gleiche Kraft P" an. Die Kräfte, 
welche auf ^' und J5' wirken , stehen 
alsdann im Gleichgewichte und stören 
den Effect des Kräftepaares P,AB 
nicht, wenn man sich die Linie i4'JB' 
fest mit der Linie A B verbunden 
denkt. Im letzteren Falle kann man 
sich aber die Kraft P m B und die 
ihr gleiche und parallele Kraft P" in A' 
durch eine einzige Kraft B = 2 P 
ersetzt denken, welche in der Mitte zwischen A' und B angreift. Ebenso 
erhält man statt der Kraft P in A und der Kraft P" in B' die ihnen 
parallele Kraft JB' == 2 P in dem Halbirungspunkte der Linie A B*. Die 
beiden Kräfte B und E* aber, welche ersichtlich gleich und antiparallel 
sind, heben sich gegenseitig auf, da sie denselbea Angriffspunkt haben; das 
Viereck AB A! B' ist nämlich ein Parallelogramm und in einem solchen 
halbiren sich die Diagonalen wechselweise. Von den sechs Kräften P, P', P\ 
welche dasselbe leisten wie das Kräftepaar P.ABy heben sich also die 
vier Kräfte P und P* auf; die übrig bleibenden zwei Kräfte P' bilden 
aber ein Kräftepaar P' . Ä^ B\ von dem somit wirklich bewiesen ist, dass 
es denselben Effect wie das parallele Kräftepaar P.AB hat. 

18. Der Effect eines Kräftepaares wird auch nicht gestört, wenn man 

dasselbe in seiner Ebene dreht. Wir betrachten, um diesen Satz zu bewei- 
sen, die beiden Kräftepaare P.AB und P' . A' B\ welche in derselben 
Ebene liegen und durch Drehung um einen Punkt zur Coincidenz ge- 
bracht werden können ; ausserdem ist P •= P', In jedem der Punkte 
A' und JB' bringen wir wieder eine Kraft P" an, gleich und entgegen- 
gesetzt der Kraft P*. Denkt man sich aber die Linie -4' J5' jetzt unver- 
änderlich mit der Linie AB verbunden, so wird der Effect des Kräfte- 
paares P,AB nicht gestört, denn die hinzugekommenen vier Kräfte 
P' und P" stehen unter einander im Gleichgewichte. Die Kraft P in 
A und die Kraft P" in A' lassen sich aber durch ihre Resultante B ersetzen, 
welche in dem Durchschnittspunkte C ihrer Richtungen angreift und 
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den Winkel ACA' halbirt. Die Richtung von TJßlllt daher mit derliinie 
C zusammen, da in Folge der Congruenz der Dreiecke ACQ und A* C 



Fig. 8. 
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wirklich die Winkel -4 C und ^' C 
einander gleich sind. Ebenso kann 
man statt der Kraft P in J5 und der 
Kraft P" in B' ihre Resultante H* 
setzen. Diese angreifend im Durch- 
schnittspunkte 0' derKrÄftePundP^ 
wird aus ähnlichem Grunde wie frü- 
her ebenfalls gegen gerichtet sein 
und wird, was ihre Grösse betriffifc, 
gleich 22 sein, da die Kräfte P und P" 
in beiden Fällen denselben Winkel 
mit einander bilden. Da femer in 
Folge der Gleichheit von Winkeln wie G OA und C OB die Punkte 0, 0, O 
in einer Geraden liegen, so sind die Kräfte B und B' nicht nur gleich, 
sondern auch gerade entgegengesetzt und heben sich daher auf. Es lei- 
sten somit die zwei Kräfte P' dasselbe wie die sechs Kräfte P, P', P" und 
diese, wie wir gezeigt haben, dasselbe wie die zwei Kräfte P; es ist 
somit bewiesen, dass das Kräftepaar B' ,A' B' denselben Effect hat wie 
das Kräftepaar P,AB^ welches sich nur durch Drehung in seiner Ebene 
von dem ersteren unterscheidet. 

Ist ein Kräftepaar so versetzt worden, dass seine Axenrichtung in 
demselben Sinne parallel geblieben ist, so kann dasselbe nur entweder 
ein^ parallele Verschiebung oder eine Drehung in seiner Ebene oder höch- 
stens beides erlitten haben. Beide Versetzungen stören aber, wie wir 
gesehen haben, den Effect des Kräftepaares nicht ; wir können daher allge- 
mein sagen: „Der Effect eines Kräftepaares wird nicht geändert, wenn 
dasselbe so versetzt wird, dass seine Axenrichtung in demselben Sinne 
parallel bleibt. Natürlich muss der neue Arm des Kräftepaares unver- 
änderlich mit dem ursprünglichen Arm verbunden sein." 

Kräftepaare mit gleichen Momenten und parallelen Axen können ein- §. 11 
Pj> 9 ander ersetzen. Nach dem Vorhergehen- 

den genügt es, diesen Satz für den speciel- 
len Fall zu beweisen, in welchem die Arme 
A B und B C der beiden Kräftepaare 
P.AB und y.J^C die Verlängerung von 
einander bilden. Da die Arme dieser 
Kräftepaare in demselben Sinne parallel 
sein sollen, so werden die Kräfte P und (J 
in B genau entgegengesetzte Richtung 
haben. Man bringe nun in jedem der 
Punkte B und G eine Kraft ^ an gleich 
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und entgegengesetzt der Kraft Q, Die vier Kräfte Q und ^ stehen 
alsdann im Gleichgewichte und ändern nichts an der Wirkung des Kräfte- 
paares FA B, wenn man sich die Linie B C fest mit der Linie A B 
verbunden denkt. Die Kräfte P in ^ und Q' in C kann man sich aber 
ersetzt denken durch eine einzige Kraft Ä = P + Q\ welche in dem 
Punkte B angreifen wird, sobald die Gleichung Q.B C = F,AB erfüllt 
ist. Dann heben sich aber die Kräfte P und Q\ welche in entgegenge- 
setzter Richtung auf JB wirken, mit der gleichen Kraft B auf und die 
übrigbleibenden zwei K^räfte Q leisten somit dasselbe wie die sechs Kräfte 
"Pi Qi Q\ letztere aber wieder dasselbe wie die zwei Kräfte F. Es ist somit 
gezeigt, dass die beiden Kräftepaare F\ A B und Q,B C denselben Effect 
haben, die Richtigkeit der früheren Gleichung vorausgesetzt, welche be- 
sagt, dass die Momente jener zwei Kräftepaare gleich sein müssen. 

Aus den letzten Sätzen sehen wir, dass, um die Wirkung eines Kräfte- 
paares angeben zu können, wir bloss seine Axenrichtung und die Grösse 
seines Momentes zu wissen brauchen. Schneiden wir also auf der Axenrich- 
tung eines Kräftepaares ein Stück proportional seinem Momente ab, so 
wird uns diese Linie, welche wir die Axe des Kräftepaares nennen, das 
letztere vollkommen repräsentiren und die Axe wird dies auch dann noch 
thun, wenn sie parallel im Räume irgendwie verschoben wird. Die 
Linien dagegen, welche Grösse und Richtung einer einzelnen Kraft reprä- 
sentiren, können bloss im Sinne dieser Richtung verschoben werden. 

20. Zusammensetzung von Kräftepaaren mit parallelen Axen. 

Solche Kräftepaare können durch ein einziges Kräftepaar ersetzt werden, 
dessen Axe bei gleicher Richtung die Summe der Axen M, Jf', M'^ . . . 
der einzelnen Kräftepaare ist. Ertheilt man nämlich allen diesen Kräfte- 
paaren Arme von der gleichen Länge a, wozu nur nothwendig ist, dass man 

. M Jif M" 

die an diesen Armen wirkenden Kräfte beziehungsweise gleich — ♦ — 7' — ?7 . . . 

macht, versetzt ferner die Kräftepaare so, dass ihre Arme sich gegenseitig 
decken , so werden an jedem Endpunkte dieser gemeinschaftlichen Arme 
die angeführten Kräfte wirken und zwar jedesmal in demselben Sinne, 
da ja die Axen der einzelnen Kräftepaare alle parallel bleiben müssen. 
Diese Kräfte haben aber ihre Summe zur Resultante und geben daher 
ein einziges Kräftepaar, dessen Moment 

a X-(M + M' + M' + ...) = Jlf + iJf + ilf" + ... 

d. h. die Summe der Momente der einzelnen Kräftepaare ist. 

Die Ausdehnung des vorhergehenden Satzes auf den Fall von Kräfte- 
paaren mit antiparallelen Axen ergiebt sich von selbst. Das resultirende 
Kräftepaar hat nämlich eine Axe, die gleich ist der algebraischen Summe 
der Axen der einzelnen Kräftepaare, indem letztere Axen je nach dem 
Sinne ihrer Richtung entweder mit positivem oder negativem Vorzeichen 
genommen werden müssen. 
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Zusammensetzung beliebiger Kräftepaare. Hat man zwei 
Kräftepaare mit zu einander geneigten Axen und constroirt man mit letz- 
teren ein Parallelogramm, so giebt die zwischen den Axen liegende Dia- 
gonale desselben Grösse und Richtung der Axe eines Eräftepaares, wel- 
ches die beiden ersteren ersetzt. Um dies zu beweisen, sollen AB und 
Ä G der Grösse und Richtung nach die Axen zweier Kräftepaare sein, die 
wir ja durch paralleles Verschieben immer nach denselben Punkt bringen 
können. In der Ebene J, 5 C werden aber zwei Linien AM und AN 



§.21. 



Fig. 10. 



beziehungsweise senkrecht zu den Linien 
AB und BG die Arme der beiden 
Kräftepaare vorstellen können, da man 
ja letztere beliebig um ihre Axe drehen 
kann. Die Längen dieser Arme wäh- 
len wir so, dass 

P.AM= AB, P.AN= AG 
ist, wodurch die Kräfte der zwei Kräfte- 
paare, die alle senkrecht zur Ebene 
ABG sind, auch alle einander gleich 
werden. Wir wählen femer die Punkte 
F und G so, dass die Vierecke ABFG 
und AMGN Parallelogramme bilden 
und können uns dann das Kräftepaar P,AM ersetzt denken durch das 
parallele Kräftepaar P.NG, Im Punkte W haben wir dann vom Kräfte- 
paar P,MG eine Kraft P nach hinten, vom Kräftepaar P,AM eine 
gleiche Kraft P nach vorn , diese zwei Kräfte heben sich auf und die 
übrig bleibenden zwei Kräfte P bilden ein Kräftepaar P.-ätr, für des- 




AB.AG 



AM 



hat. 



sen Moment nach den früheren Gleichungen man P,AG = 

Die Axenrichtung dieses Kräftepaares ist aber gegeben durch die Linie 
AF, weil, wie sich leicht zeigen lässt, der Winkel FAQ ein rechter ist. 
Da femer die Dreiecke AMG und ABF einander ähnlich sind, so 
hat man 

AG:AM= AFiAB 



AF = 



AB. AG 
AM 



= P.AG 



woraus hervorgeht, dass die Linie -ä Fauch gleich dem Momente des 
resultirenden Kräftepaares ist und daher wirklich die Axe desselben ist. 

Mit Hülfe des vorhergehenden Satzes kann man nun offenbar auch 
eine beliebige Anzahl von Kräftepaaren zu einem einzigen vereinen. Man 
braucht nur ihren Axen durch para^ele Verschiebung einen gemeinsamen 
Anfangspunkt zu ertheilen und dieselben so zusammenzusetzen, als ob sie 
einzelne Kräfte vorstellten: die so erhaltene Resultante ist der Grösse 
und Richtung nach die Axe des resultirenden Kräftepaares. 

Es gelten daher auch für die Zusammensetzung der Kräftepaare 

Laug, theoretische Physik. 2 
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Sätze, denen entsprechend, die wir hei der Zusammensetzung der Kräfte 
kennen gelernt haben. Insbesondere muss, wenn eine Anzahl von Kräfte- 
paaren im Gleichgewichte stehen soll, die algebraische Summe ihrer Pro- 
jectionen für drei Linien , die nicht in einer Ebene liegen , verschwinden. 
Natürlich wird im letzteren Falle dann für jede Linie die algebraische 
Summe der Axenprojectionen gleich Null sein. 

§.22. Die Wichtigkeit, welche die Betrachtung der Kräftepaare für die 

Zusammensetzung von Kräften hat, die an verschiedenen Punkten eines 
festen Körpers angreifen, erhellt aus folgendem Satze: Jede Kraft P mit 
dem Angriffspunkte A lässt sich durch die parallele und gleiche Kraft P 
in dem beliebigen Punkte und durch das Kräftepaar P,AO ersetzen. 
Lässt man nämlich in dem mit Ä fest verbundenen Punkte eine Kraft 
P' parallel und gleich der Kraft P, und eine Kraft P" antiparallel und 
gleich der Kraft P angreifen , so wird der Effect der Kraft P nicht ge- 
stört, da sich die Kräfte P' und P" aufheben. Von den drei Kräften 
P, P' und P", welche also ebensoviel leisten, als die Kraft P, kann man 
aber P und P" betrachten als ein Kräffcepaar P,AO, welches im Allge- 
meinen schiefwinklig ist. 

Führt man diese Substitution mit demselben Punkte Ofür eine ganze 
Reihe von Kräften P, §, JB. .., die auf einen starren Körper wirken, aus, so 
wird man die in angreifenden Kräfte P, (?, 2? ... und die Kräftepaare 
P.AO, Q.RO.,, wieder zu einer Kraft und zu einem Kräftepaar zusam- 
mensetzen können, welche, wenn die ursprünglichen Kräfte im Gleich- 
gewichte sein sollen, jedes einzeln verschwinden müssen, da eine ein- 
zelne Kraft nicht einem Kräftepaar das Gleichgewicht halten kann. Wir 
bekommen also für das Gleichgewicht von Kräften, die auf einen freien 
starren Körper wirken, sechs Bedingungsgleichungen, drei davon beziehen 
sich auf die resultirende Einzelkraft in 0, die anderen drei auf das resul- 
tirende Kräftepaar. 



IV. Gleichgewicht eines starren Körpers. 



§. 23. Bedingung des Gleichgewichtes für Kräfte in einer Ebene« 

Liegen die Kräfte, welche auf verschiedene Punkte eines freien starren 
Körpers wirken, alle in einer Ebene, so finden wir die Gleichgewichts- 
bedingungen für dieselben auf folgende Weise. Wir wählen die Ebene 
der gegebenen Kräfte P, P'... zur Ebene der X- und F-Axe, welche in 
dem beliebigen Punkte auf einander senkrecht stehen. Es sei der 
Punkt M mit den Coordinaten OJ, y der Angriffspunkt der Kraft P, wel- 
che sich parallel den beiden Axen in rechtwinklige Componenten Xund Y 
zerlegen lässt; letztere sollen wie immer positiv gerechnet werden, wenn 
sie die positiven Coordinaten eines Punktes zu vergrössern streben. Statt 
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der Kraft P in M kann man nun die Kräfte X und Y im Punkte und 




die Kräftepaare X,MU und Y,MO setzen, letztere aber wieder durch 

die rechtwinkligen Kräftepaare X . MN und 
^^' Y.^0 ersetzen, wenn nämlich ^ derjenige 

Punkt der X-Axe ist, für welchen MN = 
90^. Die letzten zwei Kräftepaare streben 
eine Drehung im entgegengesetzten Sinne 
zu bewirken, haben also antiparallele Axen 
und lassen sich zu einem einzigen zusam- 
mensetzen, dessen Moment gleich (Y,NO — 
X,MN) d. h. dem früher Gesagten zufolge 
gleich (Yx — Xy) sein wird. Nimmt man 
nun diese Transformation mit allen Kräften P 
vor, so erhält man im Punkte nach den beiden Axen die Kräfte £X 
und 2J Y und ausserdem ein Kräftepaar, dessen Moment 2 (Xy — Yx) 
ist. Für das Gleichgewicht der Kräfte P erhalten wir somit die noth- 
wendigen aber auch hinreichenden Gleichungen 

2JX — £Y=0 2:(Xy -- Yx) = 
von denen die beiden ersten ausdrücken, dass keine geradlinige Bewegung 
in der Ebene der Kräfte stattfindet. Die dritte Gleichung dagegen be- 
sagt, dass auch keine Drehung um irgend eine zu dieser Ebene senk- 
rechte Axe statthat. 

Der letzteren Gleichung kann man noch eine andere Form geben, 
indem man sich direct die Kraft P in M ersetzt denkt durch die Kraft P 
in und das Kräftepaar P . MN. Statt der Kraft P in kann man 
dann ihre Componenten X und Y, statt des schiefwinkligen Kräftepaares 
aber ein rechtwinkliges setzen, dessen Moment P.p ist, wenn j) den senk- 
rechten Abstand des Punktes von der Richtung der Kraft P im Punkte 
M bedeutet. Da nun dieses Kräftepaar dasselbe leistet wie das frühere 
Kräftepaar Xy — Yx^ so hat man die Gleichung 

Xy " Yx = Pp 
von deren. Richtigkeit man sich auch leicht auf geometrischem Wege 
überzeugt. Die Gleichgewichtsbedingungen werden aber jetzt 
2JX = 0, SY = 0, 2(Pp) = 
Man nennt das Product Pp das Moment der Kraft P mit Be- 
zug auf den Punkt 0. Dasselbe ist natürlich für Kräfte, welche dem 
betrachteten Körper eine entgegengesetzte Drehung um den Punkt zu 
ertheilen streben, mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen. Die letzte 
der früheren Bedingungsgleichungen sagt aber, dass im Falle des Gleich- 
gewichtes die Momentensumme aller Kräfte bezogen auf einen beliebigen 
Punkt ihrer Ebene verschwinden muss. 



Resultante für Kräfte in einer Ebene. Man kann jetzt auch §. 24. 
leicht die Frage lösen, unter welchen Bedingungen Kräfte, die in einer 
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Ebene auf ein freies Punktesystem wirken, eine Kesultante haben und 
welches Grösse und Lage derselben sind. Nennen wir die Projectionen 
dieser Kesultante B auf die X- und Z- Axe etwa A und B, so muss, wenn 
wir zu den schon vorhandenen Kräften P, P' . . . noch die Kräfte — Ä 
und — B hinzufügen, offenbar Gleichgewicht eintreten. Es wird daher 
sein, wenn | und 17 die Coordinaten des Angriffspunktes sind 
2;Z — 4 = 0, 2:r— P = 0, 2:(xY — yX) — (^B—riA) = 
oder 

A = 2JX, B = Sri, ^B — YA = £(xY — yX) = N. 
Die letzte Gleichung bestimmt jedoch die Coordinaten des Angriffs- 
punktes der Resultante nicht vollkommen; der letztere kann daher belie- 
big auf einer Curve gewählt werden. Biese Curve muss aber eine gerade 
Linie sein, die mit der Richtung der Resultante zusammenfallt, denn nur in 
ihrer eigenen Richtung kann der Angriffspunkt einer Kraft beliebig ge- 
wählt werden. Es ist übrigens auch leicht geometrisch nachzuweisen, 
dass die letzte Gleichung die einer geraden Linie ist, und dass die Rich- 
tungscosinusse dieser Linie wirklich 

Ä , B 



und 



VA^ -f B^ VA^ + B^ 
sind. 

Ist A = B = aber N von der Null verschieden, so kann die 
dritte Gleichung nicht mehr bestehen, und die Voraussetzung, unter der 
wir diese Gleichung abgeleitet haben, ist unrichtig, d. h. es giebt in die- 
sem Falle keine Resultante, sondern die Kräfte reduciren sich auf ein 
Kräftepaar. 

Ist r die Länge des vom Axenmittelpunkte auf die Richtung der 
Resultante B gefällten Senkrechten, so kann man dem §.23 zufolge die 
Gleichungen, welche zur Bestimmung der Resultante dienen, auch so 
schreiben 

A = 2;x, B = Zr, Br = 2(Pp). 
Es ist also, wie die letzte Gleichung lehrt, für jeden Punkt in der Ebene 
der gegebenen Kräfte die Summe ihrer Momente gleich dem Momente 
der Residtante. Haben wir wieder A = B=0^ dagegen 2J(Fp) von Null 
verschi eden, so gie bt die letzte Gleichung einen Widerspruch , da alsdann 
B = Va^+B^= ist. In diesem Falle giebt es ja, wie wir schon 
wissen, keine Resultante. 

25. Bedingung des Qleichgewicjits für beliebige Kräfte. Um in 

dem allgemeinen Falle, in welchem die Kräfte P, P ,,. auf beliebige 
Punkte eines freien starren Körpers nach beliebigen Richtungen wirken, 
die Gleichgewichtsbedingungen zu finden, legen wir durch den beliebigen 
Punkt drei zu einander senkrechte Coordinatenaxen und rechnen das 
Moment eines Kräftepaares positiv, wenn seine Axe mit der positi- 
ven Hälfte der parallelen Coordinatenaxe gleichgerichtet ist. Es sei 
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der durch die Coordinaten x, y, ß gegebene Punkt M der Angriffspunkt 
der Kraft P, ferner N der Fusspunkt des von M auf die XT- Ebene 



Fig. 12. 
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gefällten Perpendikels und -4, JB die 

Punkte der X- und T-Axe, für welche 

O'ÄN = OBN = 900. Sind nun 

X, F, Z die Componenten der Kraffc P 

längs den drei Coordinatenaxen , so 

kann man diese E^rafb ersetzen durch 

die Kräfte X, F, Z im Punkte und 

durch die Kräffcepaare X.MO, Y.MO, 

Z.MO. Das schiefwinklige Kräfke- 

paar Z.MO lässt sich nun durch das 

rechtwinklige Z.NO ersetzen, dieses 

aber nach §. 21 in die zwei Kräffcepaare Z. OÄ und — Z.OB zerfallen. 

Hier ist das zweite Kräftepaar mit negativen Zeichen genommen, da seine 

Axe die Richtung der negativen X-Axe hat. Auf gleiche Weise lassen 

sich die Kräftepaare Y,MO und X.MO zerlegen, so dass wir statt der 

früheren drei je^zt folgende sechs Kräffcepaare haben 

T.OC Z.OA X.OB 

— Z.OB -- X.OC — Y.OA 

von denen die untereinander stehenden in derselben Ebene liegen, und 

sich daher zu Kräffcepaaren mit den Momenten 

Y.OG- Z.OB, Z.OA — X.OC, X.OB —Y.OA 
oder 

Yz — Zy, Zx — Yz, Xy — Yx 

vereinigen lassen. Nimmt man nun diese Zerlegung mit jeder Kraffc P^P*.,, 
vor, so erhält man zuletzt statt derselben durch Summation der parallelen 
Kräffce und Kräffcepaare drei Kräfte 27 X, 27 T, 27 Z parallel den Coordi- 
natenaxen, und drei Kräftepaare mit den Momenten ZI (Yz — Zy), 
27 (Zx — Xz\ 2J (Xy — Yx) gelegen in den drei Axenebenen. Sollen 
daher die gegebenen Kräfte P, P^ ... im Gleichgewichte sein , so müssen 
durch dieselben folgende sechs Gleichungen erfüllt werden 
27X = 27r = 27Z= \ 

2J(Yz — Zy) = 2(Zx— Xz) = 2J(Xy - Yx) = of' ' • ^) 
Legt man durch den Angriffspunkt der Kraft P eine Ebene senk- 
recht zu einer Linie ff, welche hierdurch im Punkte F getroffen wird, pro- 
jicirt hierauf die Kraft Q auf diese Ebene und bestimmt das Moment die- 
ser Projection mit Bezug auf den Punkt F, so erhält man das, was das 
Moment der Kraft P mit Bezug auf die Linie Q genannt wird. 
Demzufolge bedeuten die drei letzten Gleichungen, dass die Momenten- 
summen der gegebenen Kräfte mit Bezug auf die drei Axen für den Fall 
des Gleichgewichtes verschwinden müssen. 

Betrachten wir z. B. die Grösse Xy — Yx, welches das Moment 
eines Kräftepaares in der XF- Ebene ist. Die Wirkung desselben wird 
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nicht geändert, wenn wir es parallel so verschieben, dass seine Ebene 
durch den Angriffspunkt M der Kraft P geht und die zu ihr senkrechte 
Z'Axe etwa in einem Punkte V schneidet. Man hat aber nach §.23 

Xy -- Yx= Q,q 
wo Q die Kesultante von X und Y und q der senkrechte Abstand dersel- 
ben von V ist. Da aber Q und Z zusammen die Kraft P in M geben 
müssen, so ist Q die zur Z-Axe senkrechte Projection der Kraft P und 
daher Xy — Yx wirklich das Moment dieser Kraft mit Bezug auf die 
Z-Axe. Dasselbe gilt aber von den übrigen Gliedern der Simime 
£(Xy -^ Yx). 

§. 2Q. Besultante beliebiger Kräfte. Um zu erfahren, ob Kräfte P, P', 

die an verscbiedenen Punkten eines freien Körpers angreifen, eine Kesul- 
tante haben, bemerken wir wieder, dass Gleichgewicht eintreten muss, 
wenn eine der Resultante gleiche und entgegengesetzte Kraft zu den 
gegebenen Kräften hinzugefügt wird. Sind also A^ B, G die rechtwink- 
ligen Componenten der allfölligen Resultante |, iy, f die Coordinaten ihres 
Angriffspunktes, so muss 

2JX— A = 2JY — B = 2JZ — G=0 

SiyZ— zY) "- riC — iB = 2J(0X — xZ) — (tA — |0) 
= 2](xY — yX) — ^B ^ riA) = 
sein. Setzen wir zur Abkürzung 

2J(yZ— 0Y) = L,2J(zX ^ xZ) = M,2J(xY -- yX) = N 2) 
so haben wir also zur Bestimmung der Resultante die Gleichungen 

A = 2X,B = £Y,C=£Z \ . 

fiC ^iB = L,iA — iC=M,tB '^flA = N\' ' ' ' "^^ 
Multiplicirt man die untereinander stehenden Gleichungen und addirt 
die Producte, so erhält man leicht 

= L.2X -\- M.UY + N.2JZ 4) 

in welcher Gleichung nur Grössen vorkommen , die sich auf die gegebe- 
nen Kräfte beziehen. Wird nun diese Gleichung durch die gegebenen 
Kräfte nicht erfüllt, so zeigt der dann bestehende Widerspruch, dass die 
Voraussetzung, auf der die Gleichung 4) beruht, unrichtig ist, d. h. die 
betrachteten Kräfte haben in diesem Falle keine Resultante. 

Ist aber Gleichung 4) durch die gegebenen Kräfte erfüllt, so geben 
die drei ersten Gleichungen 3) die Grösse der rechtwinkligen Componen- 
ten der Resultante, wodurch Intensität i2 und Richtungscosinusse der 
letzteren gegeben sind. Was ihren Angriffspunkt betrifft, so werden die 
Coordinaten desselben durch die drei letzten Gleichungen 3) nicht voll- 
kommen bestimmt, da zufolge Gleichung 4) jede dieser Gleichungen eine 
nothwendige Folge der beiden anderen ist. Der Angriffspunkt, für wel- 
chen also eine Coordinate willkürlich bleibt, kann somit auf einer gewissen 
Curve willkürlich gewählt werden. Diese Curve muss aber natürlich wie- 
der eine Gerade sein, die mit der durch die drei ersten Gleichungen 3) 
gegebenen Richtung parallel ist. Auch hier lässt sich leicht geometrisch 
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nachweisen, dass je zwei der drei letzten Gleichungen 3) die Gleichungen 
einer geraden Linie vorstellen, welche mit den Coordinatenaxen Winkel 

bildet, deren Cosinusse ^, ■:5-, ^ sind. 
Ji Ji IC 

Um die geometrische Bedeutung der Gleichung 4) zu finden, bemer- 
ken wir, dass die gegebenen Kräfte sich immer auf eine Einzelnkraft K 
und ein Kräftepaar Q, Q' reduciren lassen , dass diese Kraft K die recht- 
winkligen Componenten £ Xj 2J Y, 2 Z, die Axe des Kräftepaares aber 
die Componenten L, M, N hat. Die Gleichung 4) besagt somit, dass die 
Kichtung der Kraft K mit der Axe des Kräftepaares Q, (/ einen Winkel 
von 90^ bildet. Sollen also die gegebenen Kräfte eine ResÄtante haben, 
so müssen sie sich auf eine Kraft und ein Kräftepaar reduciren lassen, 
die in derselben Ebene liegen. 

Wird die Gleichung 4) durch die gegebenen Kräfte nicht erfüllt, lie- 
gen also die Kraft K und das Kräftepaar Q, Q\ auf welche sich dieselben 
immer reduciren lassen, nicht in einer Ebene, so lassen sich die gege- 
benen Kräfte wenigstens durch zwei Kräfte ersetzen, die nicht in einer 
Ebene liegen. Durch Verschiebung des Kräftepaares Q^ Q' kann man es 
immer dahin bringen, dass etwa die Kraft Qf in demselben Punkte wie 
die Kraft K angreift : die Kräfte K und §' lassen sich dann durch eine 
Kraft 8 ersetzen, welche zwischen K und Q' und daher nicht in der 
Ebene Q Q' liegt. Man hat also dann die gegebenen Kräfte auf die 
Kräfte Q und 8 zurückgeführt, welche auf verschiedene Punkte in ver- 
schiedenen Ebenen wirken. 

Man kann auch umgekehrt sagen, dass zwei Kräfte S, Q, die nicht 
in einer Ebene liegen , keine Resultante haben , denn zerlegt man etwa 
die Kraft 8 in eine Kraft Q' gleich und antiparallel mit Q und in eine 
Kraft K, so wird letztere Kraft, da sie in der Ebene Q' 8 liegen muss, 
nicht auch in der Ebene Q (^ liegen können. Die Kraft K und das 
Kräftepaar Q, Q\ welche die Kräfte 8, Q ersetzen, haben aber dem 
Vorhergehenden zufolge in der That keine Resultante. 

Parallele Kräfte. Sind die gegebenen Kräfte alle parallel einer §. 27. 
und derselben Richtung, welche mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, 
deren Cosiiiusse u, v, w sind, so lassen sich die früher mit 27 X, 27 Y, 27 Z, 
L, M, N bezeichneten Grössen auch so schreiben 

w27P, v2JF, wSP \ 

vi:Py — wEPz, wZPz — uSPx, uSPx — vZPy] ' ' ^^ 

Diese Grössen müssen für den Fall des Gleichgewichtes alle gleich 

Null sein und zwar für beliebig gewählte Coordinatenaxen, also für alle 

Werthe von u, v^ w, die nur der Gleichung u^ -\- v^ -^ w^ =^ 1 genügen. 

Dies ist aber nur möglich, wenn 



2Px=: UPy = 2P0=O} 

welche Gleichungen also durch die gegebenen Kräfte für jeden Punkt und 
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für jedes recht- oder schiefwinklige Axensystem erfüllt sein müssen, sollen 
dieselben im Gleichgewichte stehen. 

Zur Bestimmung der Resultante paralleler Kräfte hat man die Glei- 
chungen 

u2F = Ä, v2P = B, wUP = G 

vHPy — wI^Pz = riG — iB, wZPz — ui:Px = g^ — |C 

uEPx — vEPy = ^B — riA 

Aus den drei ersten dieser Gleichungen erhält man aber füi* die Grösse It 

und die Richtungscosinusse der Resultante l eicht 

B = Vl2~+"^M^~02 = i:p \ ^x 

dss (JRX) = w, cos {BY) = v, cos {BZ) = ^«;) ' ' * 
welche Gleichungen lehren, dass die Resultamte parallel den gegebenen 
Kräften und gleich der algebraischen Summe derselben ist. Setzt man 

ZiPz 

ferner § = y, , sogeben je zwei der drei letzten Gleichungen mitRück- 
2j P 

sieht auf die Werthe von A^ B, G 

t-^EI^ r^-^Il t-^^ 8) 

^ ~ Z!P ' ' ~" 2P ' ^ ~ £P ^ 

Der so gewählte Angriffspunkt der Resultante ist unabhängig von der 
Richtung der gegebenen Kräfte und heisst der Mittelpunkt der paralle- 
len Kräfte. Da sich die schiefen Abstände von einer Ebene so verhalten 
wie die senkrechten, so müssen die Gleichungen 8) übrigens auch für schief- 
winklige Axen gelten. 

In dem Falle paralleler Kräfte ist, wie die Grössen 5) lehren, die Glei- 
chung 4) immer erfüllt, die parallelen Kräfte haben also nur dann keine 
Resultante und reduciren sich auf ein Kräftepaar, wenn in den früheren 
Gleichungen die Grösse der Resultante selbst d. i. 27P = wird. 

§. 28. Bedingungen des Gleichgewichtes für nicht völlig freie Körper. 

1. Ist der starre Körper, auf den die Kräfte P, P* ,,, wirken, nicht völlig 
frei, sondern ist ein Punkt desselben fest, so wählen wir, um auch in die- 
sem Falle die Gleichgewichtsbedingungen zu erhalten, diesen Punkt zum 
Coordinatenanfangspunkt und ersetzen, wie früher, die gegebenen Kräfte 
durch die drei Kräfte Z! X, 2 Yj ZI Z im Punkte und durch die drei 
Kräftepaare L, M, N. Die drei ersten Kräfte werden aber durch den 
Widerstand des Punktes in jedem Falle aufgehoben, und es bleiben für 
das Gleichgewicht der gegebenen Kräfte nur die Bedingungen 

£ (yZ— zT) = Z {zX -- xZ) = 2! {xY — yX) = 
über, welche für den Punkt erfüllt sein müssen. 

Der Widerstand, den im Falle des Gleichgewichtes der Punkt lei- 
stet, ist gleich und entgegengesetzt der Resultante aus den Kräften 
27 X, 21Y, 2Z und unabhängig von den Kräftepaaren, welche sich ja auf- 
heben und nur den betrachteten Körper zu zerbrechen streben. 

2. Handelt es sich darum, die Gleichgewichtsbedingungen für den Fall 
zu finden, wo der starre Körper um eine Axe drehbar ist, d. h. wo zwei 
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oder mehr Punkte desselben, die in einer Geraden liegen, fest sind, 
so wählen wir diese Gerade zur Z-Axe und heben wir hierdurch die 
Kräfte 2J X, 2JY, UZ und die Kräftepaare L und M auf, da eine Dre- 
hung um eine zur Z-Axe senkrechte Linie wegen des Widerstandes die- 
ser Axe nicht möglich ist. Es bleibt also als Bedingung des Gleich- 
gewichtes die einzige Gleichung 

2 (xY ^ yX) = 
d. h. es muss die Momentensumme der gegebenen Kräfte mit Bezug auf 
die feste Axe gleich Null sein. 

Durch Zusammensetzung der durch die Axe aufgehobenen Kräfte 
und Kräftepaare kann man auch hier wieder die Grösse des Widerstandes 
erfahren, welchen die festen Punkte der Axe zu leisten haben. 

3. Kann sich der Körper um keine Axe drehen, dagegen längs der 
Z-Axe in derselben Stellung fortbewegen, so werden durch die Vorrich- 
tung, welche den Körper zwingt, diese Art der Bewegung einzuschlagen, 
die drei Kräftepaare 1/, Jf, N und die beiden Kräfte 2J X und 2 Y auf- 
gehoben, wenn wir die X- und Y-Axe senkrecht zur Z-Axe wählen. 
Wir haben daher in diesem Falle für das Gleichgewicht der gegebenen 
Kräfte wieder eine einzige Bedingung, nämlich 

UZ=0. 

4. In dem Falle nun, dass der Körper sich nicht nur um eine Axe dre- 
hen, sondern sich auch längs derselben verschieben kann, haben wir dem 
Vorhergehenden zufolge für das Gleichgewicht der gegebenen Kräfte 
offenbar die beiden Bedingungsgleichungen 

UZ = 0, ZixY — yX) = 0. 
Wie der letzte specielle Fall lehrt, besagen die Gleichungen 4); dass 
der Körper, auf den sie sich beziehen, weder längs der drei Coordinaten- 
axen gleitet, noch auch sich um dieselben dreht. Da nun diese Gleichun- 
gen auch die 'Bedingungen für das Gleichgewicht eines freien starren 
Systems sind, so können wir sagen ; Kräfte, welche auf ein solches System 
wirken, sind im Gleichgewichte, wenn sie weder eine Verschiebung, noch 
eine Drehung desselben um drei Axen, die nicht in einer Ebene liegen, 
bewirken. 



V. Gleichgewicht eines beliebigen Körpers. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten*). Wir haben §. 29. 
bis jetzt die Gleichgewichtsbedingungen kennen gelernt für Kräfte, die 
auf einen einzigen Punkt, und für Kräfte, die auf verschiedene, starr mit 
einander verbundene Punkte wirken. Wir wollen jetzt einen Satz ent- 
wickeln, der uns die Bedingungen des Gleichgewichtes auch in dem allge- 



*) Wurde zuerst von Johann Bernouilli aufgestellt. Der hier gegebene 
Beweis findet sich in der M^cauique analytiqne von Lagrauge, Paris 17b8. 
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meinen Falle giebt, wo die Kräfte an irgendwie mit einander verbundenen 
Punkten angreifen. Wir ertheilen zu diesem Zwecke den gegebenen Punk- 
ten eine unendlich kleine Verrückung, welche im Einklänge steht mit den 
zwischen diesen Punkten bestehenden Verbindungen. Die Verschiebun- 
gen, welche hierbei die einzelnen Punkte erleiden, können als gerade 
Linien betrachtet werden und heissen die virtuellen Geschwindig- 
keiten der einzelnen Punkte; multiplicirt man dann die gegebenen Kräfte 
mit den auf ihre Richtungen projicirten virtuellen Geschwindigkeiten 
ihrer Angriffspunkte, so erhält man die sogenannten virtuellen Mo- 
mente dieser Kräfte. Das allgemeine Princip, das wir beweisen wollen, 
lautet nun: 

„Für das Gleichgewicht von Kräften P, P'..., die auf verschiedene 
Punkte itf, M' ,,, wirken, hat man die nothwendige aber auch hinreichende 
Bedingung, dass fürj'ede Verrückung dieser Punkte, die mit den zwischen 
ihnen bestehenden Verbindungen verträglich ist, die Summe der virtuellen 
Momente der gegebenen Kräfte gleich Null ist." 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir die gegebenen Kräfte auf 
passende Weise durch die einzige Kraft K ersetzen, welche, indem wir sie 
beliebig, nöthigenfalls selbst unendlich klein wählen, das gemeinschaft- 
liche Maass der Kräfte P, P' . . . ist, so dass in den Gleichungen 

Pe= wir, P'^ n'K,,, 
n, w'... ganze rationale Zahlen bedeuten. Wir wählen ferner auf der 
Richtung der Kräfte die Punkte A^ Ä' ..., welche äusserlich festgemacht 
sind und ebenso wie die Angriffspunkte M, M! . . . mit Ringen versehen 
»werden. Wir befestigen nun das eine Ende eines Fadens in M oder A 
und schlingen denselben zwischen den beiden Ringen dieser Punkte 
nmal hin und her, dann führen wir den Faden nach A! und fähren ihn 
zwischen den Ringen in A! und M' jetzt w'mal hin und her, und so fahren 
wir fort, bis wir alle Punkte M. mit den zugehörigen Punkten A auf 
ähnliche Weise durch einen und denselben Faden verbunden haben. Bringen 

wir nun an dem freien Ende des Fadens 
^^^" ^^- die Kraft K an, so leistet sie durch diese 

Ringe dasselbe wie die Kräfte P, P' . . . 
Der Punkt M z. B. wird wmal von der 
Kraft K in der Richtung MA gezogen, 
es ist aber nK = P und MA die Rich- 
tung dieser Kraft P, welche also vollkom- 
men durch K ersetzt wird. 

Wir ertheilen nun den Punkten 
M, M! , .'. eine kleine Verschiebung, wel- 
che mit den zwischen ihnen bestehenden 
Verbindungen im Einklänge ist und wodurch sie nach den Punkten N^N' ,,, 
gelangen. Die Linie A M ist dann kürzer oder länger geworden um ein 
Stück, welches bei der Kleinheit von MN die Projection dieser Länge auf 
A M ist und welche wir mit dp bezeichnen wollen. Das zwischen A und 
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M hin und her geschlungene Fadenstück wird sich daher um die Länge 
n,8p geändert haben. Dasselbe gilt für die übrigen Punkte, so dass in 
Folge dieser Verschiebung die Gesainmtlänge des Fadens sich um ein Stück 
gleich n,Sp + n' , 8p* + . . . ändert. Stehen nun die gegebenen Kräfte 
im Gleichgewicht , so darf durch eine unendlich kleine Verschiebung ihrer 
Angriffspunkte, die mit den Bedingungen des Systems im Einklänge ist, 
keine Bewegung eintreten. Es darf sich daher in diesem Falle auch die 
Länge des Fadens nicht ändern, weil ja sonst die Kraft Ä", welche die 
gegebenen Kräfte ersetzt, eine Bewegung ihres Angriffspunktes oder des 
freien Fadenendes hervorgebracht hätte, d. h. es muss sein 

n.Sp + n\8p' + ... = 
oder durch Multiplication mit K 

F. dp + P'.dy + ... = 
und diese Gleichung muss für jede virtuelle Bewegung gelten, sollen die 
gegebenen Kräfte im Gleichgewichte stehen. Diese Bedingung ist jedoch 
für das Gleichgewicht der Kräfte auch hinreichend,, denn tritt für keine 
Verschiebung ihrer Angriffspunkte, die mit den Bedingungen des Systems 
im Einklänge ist, Bewegung ein, so stehen sie natürlich im Gleichgewichte. 
Hierdurch ist aber das aufgestellte Princip bewiesen , da ja die einzelnen 
Glieder der letzten Gleichung wirklich die virtuellen Momente der gege- 
benen Kräfte sind. 

Beispiel. Die starre Linie AA' sei durch zwei an ihren Enden 
befestigte Fäden mit den Punkten B, B' verbunden, welche in derselben 
Horizontalebene liegen sollen, ausserdem wirken in den Endpunkten A^A 
der Linie zwei Kräfte P, P vertical nach abwärts ; es soll die Gleichgewichts- 
lage dieses Systems angegeben werden. 

Von vornherein ist klar, dass das System nur im Gleichgewichte sein 
kann, wenn die Punkte A^ A\ J5, B* in derselben Verticalebene liegen, 
von welcher Voraussetzung wir daher gleich bei der folgenden Unter- 
suchung ausgehen können. Wir wählen dann etwa den Punkt B zum 
Coordinatenmittelpunkte, indem wirdieX-Axe durch den Punkt JB' gehen 
lassen, die Y-Axe aber senkrecht dazu vertical abwärts ziehen; durch die 
Punkte A^ A! ziehen wir die Linien A G und A G' ebenfalls vertical ab- 
wärts und setzen 

AA' = a, BB' =h, AB = 1, A! B* = V 

ABX= a, AB!X = «'. 
Hierbei bedeuten Z, V die Längen der beiden Fäden, welche natürlich durch 
die Kräfte P, P' gerade gespannt werden. Durch die in demselben Sinne 
gezählten Winkel a und cd ist aber offenbar die Lage des ganzen Systems 
gegeben und unsere Aufgabe daher, die Werthe dieser Winkel für die 
Gleichgewichtslage anzugeben. Zu dem Zwecke ertheilen wir den Punk- 
ten A^ Ä die kleinen Verschiebungen 

AC = v, A'C = p\ 
welches jedoch in Folge der Fäden Stücke von Kreisen sein müssen, deren 
Mittelpunkte beziehungsweise B und B' sind. Wir können daher wegen 
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der Kleinheit von j? und j?' dieselben als senkrecht zu den Linien A. B 
und A' B* betrachten und haben dann 

CAG = a, C'Ä& = a\ 

da die Schenkel dieser Winkel auf ein- 
ander senkrecht stehen. Die virtuellen 
Momente der Kräfte P P' sind also 
Ppcosa und P'p'cosc^ und für das 
Gleichgewicht des ganzen Systems muss 
somit dem Principe der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten zufolge 

Ppcosa + P'p'cosa' = . . 1) 
sein. Die Verschiebungen j), p' sind 
aber von einander abhängig, da die 
Länge der Linie AA' ungeÄndert blei- 
ben muss, ebenso lässt sich der Winkel 
a' durch a ausdrücken, welche Abhän- 
gigkeitsverhältnisse wir jetzt noch bestimmen wollen. Da die rechtwink- 
ligen Projectionen der Linien l und V auf die X- und Y-Axe gleich 

6cosa, hsina und h'cosa\ h'sina' 
sind, so müssen die Projectionen der Linie AA' gleich h — Icosa -|- Vcoscif 
und — Isina ■\- T sin «'sein. Für die Länge dieser Linie hat man daher 

a^ =r (5 — Icosa + Vcosa'y -\- ( — Isina + Vsina'y 
oder 

«2 = 53 _ 2hlcosa + 2bVcosa' + P + V^ — 2ltcos{a — aO . 2) 
durch welche Gleichung die Abhängigkeit von a und af gegeben ist. 

Die Projectionen der Linie GC unterscheiden sich von denen der 
Linie AA durch die Differenz der Projectionen der Verschiebungen^ 
undy, sie sind daher gleich h — Zcosa + V cosa' + psina — p sina' 
und — Isina -\- Vsina* — pcosa + p' cosa* und geben, da die Linie 
CG' und AA' gleich lang sein müssen, 

a2 = (6 — Icosa -|- Vcosa' -f- psina — p'sina'Y 
+ (— Isina + Vsina' — pcosa + p^cosa!)^ 
oder mit Kücksicht auf die vorhergehende Gleichung 
= -|- hpsina + Vpsin{a' — a)\^ 

— hp'sina — lp'sin(a — a^\ 

wobei die mit p'^, p''^, pp' multiplicirten Glieder weggelassen wurden, 
da ja die ganze Entwickelung ohnedem nur für sehr kleine Werthe von p 

p 

und p gilt. Setzt man nun den Werth des Bruches — , der sich aus der 

letzten Gleichung ergiebt, in Gleichung 1), so wird 

Pcosa hsina + V8in(a — «') 

P^coso! — hsina* — lsin{a — «') 
Die zwei Gleichungen 2) und 4) gewähren nun die Möglichkeit, die Grösse 
der Winkel a und a' zu berechnen, falls die numerischen Werthe von 



3) 



4) 
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P, JP', Z, l, a, h bekannt sind. Diese zwei Gleichungen enthalten also die 
Auflösung der gestellten Aufgabe, welche den allgemeinsten Fall der Dreh- 
wage (s. §. 68) voi'stellt. 

VL Bewegung eines freien Punktes. 



Die vorhergehenden Untersuchungen über die Bedingungen des §. 30. 
Gleichgewichtes gegebener Kräfte sind auch für den Fall von höchster 
Wichtigkeit, wo die Kräfte sich nicht gegenseitig aufheben, sondern den 
Körper, den sie angreifen, in Bewegung setzen. Der letztere Fall ist es 
ja, der hauptsächlich unser Interesse erregt, derselbe lässt sich aber durch 
das später zu beweisende d'Alembert'sche Princip immer auf den Fall 
zurückführen, wo die an einem Körper wirkenden Kräfte im Gleichgewichte 
stehen. Dazu müssen wir vorerst noch zeigen, wie man aus der Bewe- 
gung eines freien Punktes die Grösse und Richtung der Kraft finden 
könne, welche ihn zu dieser Bewegung veranlasst. Dieses Problem ist 
oflFenbar ein Mögliches, da ja umgekehrt auch die von dem Punkte ange- 
nommene Bewegung eine Folge der auf ihn wirkenden Kraft ist. Bei 
der Bewegung eines Punktes können wir aber nur Bahn, Geschwindig- 
keit und Masse des bewegen Punktes unterscheiden; durch die Grössen 
muss daher die Kraft bestimmt werden können, welche die betrachtete 
Bewegung des freien Punktes veranlasst hat. 

Die Bahn, d. i. der von dem bewegten Punkte M zurückgelegte 
Weg, hat entweder an jeder Stelle dieselbe Richtung oder nicht. Danach 
unterscheiden wir zwischen einer geradlinigen und einer krummlinigen 
Bewegung des Punktes; im letzten Falle kann dieselbe kreisförmig sein 
oder die Gestalt einer Ellipse haben u. s. f. 

Wirken auf den Punkt M mehrere Kräfte und kennt man die Bah- 
nen, welche dieser Punkt unter dem Einflüsse jeder einzelnen Kraft anneh- 
men würde, so lässt sich auch leicht die Bahn des Punktes M angeben, 
wenn jene Kräfte gleichzeitig auf ihn wirken. Bringt nämlich die Kraft 
P den Punkt M in der Zeit t irgendwie nach -4, die B^raft Q aber in 
derselben Zeit nach J5, so wird, wenn beide Kräfte gleichzeitig wirken, 
der Punkt M nach Verlauf der Zeit t in einem Punkt N angelangt sein, 
so zwar, dass MÄNB ein Parallelogramm ist. 

Man sieht dies leicht ein, wenn man sich die Kräfte P und Q durch 
Bjpäfte JP^ und Q' ersetzt denkt, welche während der Zeit t den Punkt M 
in gerader Linie beziehungsweise nach A und B bringen. Während der 
Punkt M sich dann in Folge der Kraft P' in der Richtung MA bewegt, 
wirkt unaufh^lich auf ihn die Kraft Q' in der Richtung MB und strebt 
ihn um ein Stück gleich MB von der Linie MA zu entfernen. Der 
Punkt wird daher nach Verlauf der Zeit t nicht in A, sondern in einem 
Orte N anlangen, so zwar, dass AN :^ B M oder MANB ein Parallelo- 
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gramm ist. Hierdurch ist unsere finihere Behauptung erwiesen, welche 
hesagt, dass die resultirende Verschiebung gleich ist der Diagonale des 
mit den componirenden Verschiebungen construirten Parallelogramms. 

Dies ist jedoch nicht so zu verstehen, als ob der Punkt M während 
der Zeit t in Folge der Kräfte P und Q die Diagonale MN zurücklegen 
würde. Die Bahn des bewegten Punktes kann vielmehr zwischen M und 
N krummlinig sein. Man würde ihre wahre Form dadurch finden , dass 
man sich den Ort des Punktes M nach Verlauf von verschiedenen Zeit- 
abschnitten bestimmt, die zwischen Null und t liegen. 

Hat man mehr als zwei Kräfte gegeben, so findet man natürlich die 
resultirende Verschiebung durch successives Zusammensetzen der einzelnen 
Verschiebungen. Man wird so, um die resultirende Verschiebung zu fin- 
den, eine ähnliche Construction auszuführen haben, wie wenn es sich um 
die Resultante von Kräften handelt, die an einem Punkte angreifen. 

In dem speciellen Falle, wo die durch die einzelnen Kräfte bewirk- 
ten Verschiebungen alle dieselbe Richtung haben, ist die resultirende 
Verschiebung natürlich die algebraische Summe der einzelnen Verschie- 
bungen. 

§.31. Geschwindigkeit. Werden von dem Punkte M auf seiner Bahn in 

gleichen Zeiten gleich lange Wege zurückgelegt, so heisst die Bewegung 
dieses Punktes eine gleichförmige und man nennt das constante Ver- 
hältniss des Weges zu der Zeit, die M brauchte, um denselben zu durch- 
laufen, die Geschwindigkeit des Punktes. Die Zahl, welche wir für 
die Geschwindigkeit eines Punktes erhalten, wird natürlich verschieden 
ausfallen, je nach den für Zeit und Raum gewählten Einheiten. Bezeich- 
nen wir die Geschwindigkeit mit c, den während der Zeit t durchlaufenen 
Weg mit ä;, so haben wir bei einer solchen gleichförmigen Bewegung 
offenbar die Gleichung 

x = c< 1) 

Legt jedoch der Punkt M in gleichen Zeiten verschieden lange Stücke 
seiner Bahn zurück, so hat man eine ungleichförmige Bewegung. Da 
ist der Quotient aus der Zeit in den zugehörigen Weg nicht mehr con- 
stant und man kann nur noch von der Geschwindigkeit des Beweglichen 
an einer bestimmten Stelle seiner Bahn oder zu einer gewissen Zeit spre- 
chen. Es ist dies jene Geschwindigkeit v, mit welcher sich dem Gesetze 
der Trägheit zufolge der Punkt M gleichförmig fortbewegen würde, wenn 
an der bestimmten SteUe der Bahn oder zu der gegebenen Zeit die Kräfte, 
welche auf M wirken, plötzlich aufhörten thätig zu sein. Die Geschwin- 
digkeit V wird aber nahezu gleich sein dem Quotienten, den man erhält, 
wenn an der bestimmten Stelle $ ein sehr kleines Bahnstück ^s dividirt 
wird durch die sehr kurze Zeit -*j:/^, die der Punkt M z\j^ Durchlaufen 

dieses kleinep Wegstückes bedarf, und zwar wird v desto mehr gleich -—r- 

rein, je kleiner man ds und das zugehörige dt wählt, so dass, wenn wjfr 
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.^s unendlich klein wählen, wir den wahren Werth v erhalten werden. 
Mit Zeichen schreiben wir also 

V = hm -:r. 2) 

Sind die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 8 etwa o;, ^, e, die 
des Punktes s + ^s aber ä; + z/aj, y + ^2/» sr + ^^> so kann man 
sich auch mit demselben EflFecte vorstellen, dass M statt der Länge /Is 
in seiner Bahn, successive die Längen dx^ ^y^ /i z längs den Coordinaten- 
axen zurückgelegt habe, welchen Bewegungen offenbar die Geschwindig- 
keiten 

/ix /iy Jz 

hm —TT , hm — r- , Um —77 

/4t ^t Jl 

entsprechen. Diese sogenannten Seitengeschwindigkeiten sind aber 

nichts als die Projection von t; auf die Coordinatenaxen, denn man hat z.B. 

dx ,. ^8 /4x ,. /Ix 

hm --77 = (tw "t: • —r- = V ' hm —7- • 
/Jt ni /J8 /J8 

Nun ist /ix die Projection von ^s auf die X-Axe um so genauer, je 
kleiner z/s ist, weil es dann als gerade betrachtet werden kann; der 
Quotient dieser zwei Grössen ist daher der Cosinus des Winkels , welchen 
/i8 mit der X-Axe bildet 

Glelohförmig geänderte Bewegung. Das einfachste Beispiel einer §. 32. 
ungleichförmigen Bewegung ist das, wo die Bahn des Punktes M gerad- 
linig ist und auf demselben parallel der Bahn eine constante Kraft 
wirkt, d. i. eine solche, die auf den Punkt M immer mit derselben Stärke 
und in derselben Richtung wirkt, wie auch seine Bewegung beschaffen 
sein mag. Hat nun der Punkt M zu einer gewissen Zeit die Geschwin- 
digkeit &, nach Verlauf der Zeiteinheit in Folge der Wirkung der con- 
stanten Kraft aber die Geschwindigkeit a + 6, so wird derselbe nach 
Verlauf von zwei Zeiteinheiten die Geschwindigkeit 2 a -|- 5 haben, da zu 
der schon erlangten Geschwindigkeit während des zweiten Zeittheilchens 
die constante Kraft wieder die Geschwindigkeit a hinzufügt, u. s. f. Am 
Ende von i Zeiteinheiten wird somit die Geschwindigkeit des Punktes M 
gegeben sein durch die Gleichung • 

t; = a^ 4- 5 3) 

Um nun auch den Weg x zu finden, welchen M während der Zeit t 
zurückgelegt hat, so theile man ^ in n gleiche Theile r und hat dann nach 

ir, 2r, 3ir,...wr = t 

Zeit, der vorhergehenden Gleichung zufolge, für M die Geschwindigkeiten 

ar -f 6, 2ar + 5, 3ar -f 5, ...nar + 5. 

Nimmt man nun an, dass während der einzelnen Zeittheilchen t sich 
Jtf mit der jedesmaligen Anfangsgeschwindigkeit gleichförmig bewegt 
habe, so erhält man im Ganzen für den während der Zeit t zurückgelegten 
Weg X den Ausdruck 
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X =z hr + ar^ -{- br + 2at^ + ht + ... + (n — l)ar^ + 5r 

2 ^ 2 2 ' 

welcher um so genauer gleich dem wahren Werthe von x sein wird, je 

kleiner t gewählt wurde. Da wir nun t beliebig klein machen können, 

at , , 

so ist — t kleiner als jede angebbare Grösse und daher in aller Strenge 

4) . x = ]-aP + U 

Man nennt die Constante a die Acceleration der betrachteten gleich- 
förmig geänderten Bewegung. Ist die Geschwindigkeit zur Zeit ^ = 
ebenfalls gleich Null, so ist 5 = und daher 

und es ist, wie die letzte dieser Gleichungen lehrt, der in der ersten Zeit- 
einheit zurückgelegte Weg gleich der halben Acceleration. 

§.33. Wirken auf den Punkt M nach derselben Richtung die constanten 

Kräfte P, P*, P", . . . welche ihm nach Verlauf der Zeit t einzeln wirkend 
beziehungsweise die Geschwindigkeiten v, v' ... ertheilen würden, so er- 
langt derselbe durch die gleichzeitige Wirkung dieser Kräfte nach Ablauf 
der Zeit t die Geschwindigkeit v -\- v' ■\- ... In Folge der einzelnen 
constanten Kräfte würde nämlich der Punkt M nach §.32 die Verschie- 
bungen -^vt^ ;r^'^, ... erleiden, alle nach einer und derselben Richtung. 

Die resultirende Verschiebung bei gleichzeitiger Wirkung aller Kräfte ist 
daher nach §.30 

l„t ^-\v't + ... = \{v ^ v' ->r ...)t 

und entspricht einer auf den Punkt Jtf wirkenden constanten Kraft, welche 
ihm in der Zeit t die Endgeschwindigkeit «; -f- t;' -f- . . . ertheilt. Da 
nun die einzelnen constanten Kräfte sich in der That nur wieder zu einer 
constanten Kraft zusammensetzen können, so ist hierdurch der angeführte 
Satz bewiesen. 

Umgekehrt können wir aber nun sagen, dass constante Kräfte, die 
auf denselben Punkt wirken, sich verhalten müssen wie die Geschwindig- 
keiten, welche sie diesem Punkt während derselben Zeit ertheilen. Es 
sollen z. B. die Kräfte P und P' beziehungsweise die Geschwindigkeiten 
r, t;' hervorbringen und p gemeinschaftliches Mass der Kräfte P, P sein, 
so zwar, dass, unter m und n ganze rationale Zahlen verstanden, 

P = mp, P' = m'p 
ist. Ersetzt man nun P und P' beziehungsweise durch m und m' mal die 
Kraft p und bringt die Kraft p für sich die Geschwindigkeit w hervor, 
so wird nach dem eben Bewiesenen sein müssen 
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V = mw^ i/ = m'w 
d. h. es verhält sich 

Dieser Satz wird aber auch noch gelten, wenn die constanten Kräfte 
auf verschiedene Punkte wirken, die jedoch dieselben Eigenschaften haben, 
insofern letztere bei der Bewegung in Betracht kommen. 

Masse. Das letzte Stück, das wir noch bei der Bewegung eines §.34. 
freien Punktes ins Auge zu fassen haben, ist dessen Masse. Wir sehen 
nämlich, dass gleiche Kräfte an verschiedene Körper in derselben Weise 
wirkend, denselben verschiedene Bewegungen ertheilen. Die Körper unter- 
scheiden sich also in dieser Hinsicht durch etwas von einander, das wir 
ihre Masse nennen. Nehmen Körper unter dem Einflüsse gleicher Kräfte 
gleiche Bewegungen an, so haben sie also dieselbe Masse, und indem wir 
zwei, drei u. s. f. solche Körper zu einem einzigen zusammensetzen, erhal- 
ten wir Körper mit doppelter, dreifacher u. s. f. Masse. Mit einer Eeihe 
solcher Körper können wir dann auch die unbekannte Masse M eines 
jeden andern Körpers bestimmen, indem wir aus unserer Reihe durch 
Probiren diejenige Masse auswählen, die mit M durch gleiche Kräfte ange- 
trieben dieselbe Bewegung annimmt. 

Enthalten gleiche Volume eines Körpers gleichviel Masse, so heisst 
derselbe homogen und man nennt das Verhältniss seiner Masse zu seinem 

Volumen f — j oder, was dasselbe, die in der Volumeinheit enthaltene Masse 

die Dichte des Körpers. Ist der Körper nicht homogen, so kann man 
höchstens von einer mittleren Dichte desselben oder von der Dichte 
in einem bestimmten Punkte des Körpers' sprechen. Die erstere 
ist natürlich der Quotient aus der ganzen Masse und dem ganzen Volu- 
men des Körpers; die Dichte in einem Punkte a wird jedoch erhalten, 
wenn man für ein kleines etwa kugelförmiges Stück des Körpers um a 
die Masse durch das Volumen dividirt, und zwar um so genauer, je klei- 
ner das betrachtete Stück des Körpers gewählt wurde. 

Man kann die Masse M eines Körpers auch dadurch finden, dass 
man an M eine Kraft P, an der bekannten Masse N aber eine parallele 
Kraft Q anbringt , wo P und Q so gewählt sind , dass M und N unter 
dem Einflüsse dieser Kräfte dieselbe Bewegung annehmen. Dann ist 

P . 

M = N — , denn es gilt der Satz: Massen, welche die gleiche Bewegung 

haben, verhalten sich wie die auf dieselben wirkenden Kräfte. 

Ist nämlich p gemeinschaftliches Maass der Kräfte P und Q, so dass, 
unter m und n ganze rationale Zahlen verstanden, 

P = mpj Q = np 
ist, so kann man nach §.27 die Kraft P in w ihr parallele Kräfte zer- 
legen, die, wenn auch die Masse M in m gleiche Theile getheilt wird, jede 

Lang, theoretische Physik. 3 
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an einem anderen dieser Theile angreifend gedacht werden können. Ebenso 
werde die Masse ^ in w gleiche Theile getheilt und die Kraft Q durch 
n parallele Kräfte p ersetzt, welche an den einzelnen Theilen von If an- 
greifen. Ersichtlich kann es aber die Bewegung von M und N nicht 
stören , wenn man sich zwischen den einzelnen Theilen derselben den 
Zusammenhang aufgehoben denkt, da ja diese Theile alle in parallelen 

M 

Bahnen sich in derselben Weise bewegen. Jeder Theil — hat dann nicht 

m 

N 
nur dieselbe Bewegung wie jeder Theil — , sondern es wirken auf denselben 

fl 

auch gleiche Kräfte p, die Massen der beiden Theile müssen daher gleich 
■ein, das giebt 

M _N 

m n 

und mit Rücksicht auf die früheren Gleichungen 

§. 35. Maass einer constanten Kraft. Die vorhergehenden Betrachtun- 

gen setzen uns in den Stand , die Grösse einer constanten Kraft anzuge- 
ben, wenn wir zu einer gewissen Zeit die Geschwindigkeit der geradlini- 
gen Bewegung kennen, die ein Punkt von bekannter Masse unter dem 
Einflüsse dieser Kraft annimmt. Es ertheile die constante Kraft F einem 
Punkte mit der Masse m in der Zeit t die Geschwindigkeit v, die constante 
Kraft P' aber einem Punkte von der Masse m' nach Ablauf der Zeit f die 
Geschwindigkeit v\ Auf die Masseneinheit des ersten Punktes wirkt dann 

P 
die Kraft — und diese Kraft ertheilt ihr in der Zeit t die Geschwindigkeit 

V, folglich nach den Formeln des §. 32 in der Zeiteinheit die Geschwin- 

digkeit —• Ebenso wirkt auf die Masseneinheit des zweiten Punktes die > 
t 

P' . .... . t?' 

Kraft —7 , welche in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit —, hervorbringt. 

Nach §.33 verhalten sich aber Kräfte, die auf gleiche Massen wirken, wie 
die Geschwindigkeiten, die sie denselben in gleichen Zeiten ertheilen, d. h. 
es verhält sich 

^ . :^ — I . ü' 
mm' t ' t' 

oder 

mv m'v' 

Tt ~" PY" 

Dividirt man also das Product aus Masse und Geschwindigkeit durch 
das Product aus der Intensität der constanten Kraft in die entsprechende 
Zeit, so erhält mau immer ein und dieselbe Grösse, wie verschieden auch 



Digitized by 



Google 



Bewegung eines freien Punktes. 35 

sonst die betrachteten Bewegungen sein mögen. Bezeichnen wir diese 
Grösse mit C, so haben wir die Gleichung 

P=C^ 5) 

wodurch die gestellte Aufgabe gelöst ist. Der Werth der constanten 
Grösse C ist abhängig von den für Masse, Geschwindigkeit und Kraft 
gewählten Einheiten. Setzen wir diejenige Kraft gleich Eins, welche der 
Masseneinheit in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit Eins ertheilt, so giebt 
die obige Gleichung, für die so bestimmte Kraft angewendet, 

1 = C i^ oder = 1 
wodurch die letzte Gleichung übergeht in 

^ = - «) 

Bei Benutzung dieser Gleichung müssen aber die Einheiten für Kraft, 
Masse, Geschwindigkeit und Zeit so gewählt werden, dass dieselben der 
früher angegebenen Bedingung Genüge leisten, d. h. die Einheiten dieser 
vier Grössen müssen zusammengehörige Werthe sein. Hierdurch bleiben 
übrigens die Einheiten für drei dieser Grössen noch immer willkürlich. 

Die Grösse mv oder das Product aus der Masse eines Punktes in 
seine Geschwindigkeit nennt man die Quantität der Bewegung des 
Punktes. Ist a die Acceleration der constanten Kraft P, d. h. die in der 
Zeiteinheit der Masse m durch die Kraft P ertheilte Geschwindigkeit, so 
hat man nach §. 32 die Relation v = at und daher 

P = ma 7) 

Aus dieser Gleichung sehen wir, dass jede constante Kraft gemessen 
wird durch die in der Zeiteinheit bewirkte Quantität der Bewegung 
oder, was dasselbe, durch das Product aus ihrer Acceleration in die be- 
wegte Masse. 

Maass einer beliebigen Kraft bei geradliniger Bewegung. §. 36. 
Bei einer nicht constanten Kraft kann es sich natürlich nur darum han- 
deln, die Grösse derselben zu einer bestimmten Zeit oder in einem bestimm- 
ten Orte der Bahn des durch sie bewegten Punktes anzugeben. Wir 
wollen fürs Erste voraussetzen, dass die Bahn geradlinig sei, natürlich 
zusammenfallend mit der Richtung der betrachteten Kraft. Der bewegte 
Punkt, dessen Masse m sei, habe nun zu einer gewissen Zeit t die Ge- 
schwindigkeit V, und die Intensität der auf ihn wirkenden Kraft sei in 
diesem Augenblicke p. Im nächsten Momente gehen die Grössen t, v, p 
über in t -\- ^t, V -\- dv, p -j- ^^, d. h. sie sind um etwas grösser 
oder kleiner geworden, je nach den Vorzeichen der sehr kleinen Aende- 
rungen z/f, ^v^ /^p. Während des kleinen Zeittheilchens ^t aber kann 
man die Kraft p, welche die Geschwindigkeitsänderung ^t; hervorgebracht 
hat, als constant betrachten und hat dann dem vorhergehenden Paragra- 

3* 
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phen zufolge für dieselbe den Werth —jj ^ der um so richtiger ist, je 

kleiner das Zeittheilchen ^t gewählt wird. Wir können daher, da m 
eine constante Grösse ist, die Gleichung aufstellen 

j9 = m lim — 8) 

Man nennt die einen Punkt mit der Masse m bewegende Kraft, wie 
sie sich aus der vorhergehenden Gleichung ergiebt, die bewegende 
Kraft; dagegen den Theil derselben, der auf die Masseneinheit entfallt, 

d i ~ = lim — ^ die beschleunigende Kraft, oder entsprechend 

' ' m ^t 

der schon bei der Betrachtung constanter Kräfte eingeführten Bezeich- 
nung die Acceleration der Bewegung. 

Ist X der von dem betrachteten Punkte zur Zeit t zurückgelegte 
Weg, wo X von einem beliebigen Anfangspunkte gerechnet werden kann, 
so hat man nach §.31 

^x 
V = hm -77 



und daher auch 



AI' ^^ 

^ = mlvm- ^^ 



oder wie man abgekürzt schreibt 



i> = mlim -^ 9) 



Für die Beschleunigung a hat man daher die beiden Werthe 
a = hm --77 



,. ^^x 
a = Um — ^ 



10) 



Ist aber die Beschleunigung und daher auch die betrachtete Kraft con- 
stant, so hat man nach den Formeln des §.32 

V r=: at -\- h 

X = - at^ + ht 

und diese Gleichungen sind also die Auflösungen (Integrale) der Gleichun- 
gen 10) für den Fall, dassaeine constante Grösse bedeutet. Der Werth der 
Grösse 5 bestimmt sich aus irgend einem speciellen Werthe von v oder x. 

§. 37. Maass der Kraft bei beliebiger Bewegimg. Ist die durch die Kraft q> 

hervorgebrachte Bewegung eines freien Punktes krummlinig, so kann 
man sich dieselbe immer aus drei geradlinigen Bewegungen desselben 
längs drei zu einander senkrechten Axen zusammengesetzt denken. Wie 
wir schon wissen, sind die Geschwindigkeiten w, v, ijo dieser Bewegungen 
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die Projectionen der Geschwindigkeit V des Punktes in seiner Bahn, die 
längs den Axen zurückgelegten Wege sind aber durch die jedesmaligen 
Coordinaten (x, y^ z) des Punktes gegeben. Parallel den Axen wirken 
somit auf den bewegten Punkt mit der Masse m die Kräfte 



X = mhm —— = m hm -jt«- 
dt nV 

dt dt^ 

dw d^e 

Z =m lim —TT = ^ ^**w — r— 
dt dt^f 



12) 



welche zu einer Resultante zusammengesetzt die Kraft (p geben müssen. 

Es seien M und N die Orte des bewegten Punktes m in seiner Bahn 

zu Anfang und Ende des sehr kleinen Zeittheilchens dt. Das Bahnstück 

Jf JV = ds kann wegen seiner Kleinheit als gerade betrachtet werden 

dx dy dz 
und hat dann die Richtungscosinusse -7-, -y-, -— , wenn wir mit dx^ 

dy, dz die rechtwinkligen Projectionen von d$ bezeichnen. Je kleiner 
wir aber ds wählen, desto mehr nähern sich die Richtungscosinusse des- 
selben gewissen Grenzwerthen, welche wir mit 

dx dy dz 

hm -7"i hm —7- , hm —r- 
ds ds ds 

bezeichnen können und welches die Richtungscosinusse der Tangente der 

Bahn im Punkte M sind. Hört an dieser Stelle die Kraft (p zu wirken 

auf, so würde sich der Punkt m in der Richtung der so bestimmten Tan- 

ds 
gente gleichförmig weiter bewegen mit der Geschwindigkeit V = lim —7-, 

^ t 

die er in M erlangt hatte. Der Punkt m würde also in Folge der Träg- 
heit nach Verlauf der Zeit dt etwa im Punkte Q anlangen, so dass die 
Wirkung der Kraft (p während 'dieses Zeittheilchens die ist, den Punkt m 
von Q nach N zu bringen. Die traft (p kann somit auch durch diese 
Bewegung gemessen werden, oder durch die Beschleunigung derselben, 
die ja während der kurzen Zeit d t als constant betrachtet werden kann. 



Fig. 15. 



In der That erhält man durch die analyti- 
sche Ausführung dieser Betrachtungen densel- 
ben Werth von g?, der sich einfacher aus den 
früheren Gleichungen ergiebt. Man nennt das 
Stück QN die Deviation der Bewegung des 
Punktes m im Orte M seiner Bahn. 

Da man nach dem Vorhergehenden für den 
bewegten Punkt m in jedem Orte seiner Bahn 
nunmehr Grösse und Richtung der auf ihn wir- 
kenden Kraft g>, sowie auch die Richtung der 
Tangente anzugeben vermag, so kann man mit 
Hülfe dieser Daten die Kraft q) auch in zwei Componenten zerlegen: in 
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eine Tangentialkraft T parallel der Richtung der Tangente und in 
eine Normalkraft S, welche in der Ebene der Kraft (p und der Tan- 
gente senkrecht zur letzteren ist. Man erhält jedoch die Werthe dieser 
Coinponenten leichter durch folgende Betrachtungen. 

Man wähle auf der Linie MQ den Punkt J, so dass MJN = 90^ 
dann giebt uns QJ die durch die Tangentialkraft T, JN sher die durch 
die Normalkraft S veranlasste Bewegung des Punktes m während des 
kleinen Zeittheilchens z/f; so lange können aber beide Kräfte als constant 
betrachtet werden. Wäre nun die Normalkraft nicht vorhanden, so würde 
der Punkt m sich in der Zeit dt von ilf nach J bewegt haben; je kleiner 
aber dt ist, desto mehr wird das Stück MJ gleich MN = ^s, so dass 
wir nach den Formeln des §.36 setzen können 

z/2s dV 
T =^ mAim -—^rr^ mJim —rj 13) 

In der Ebene NMQ ziehen wir dann eine Linie MG senkrecht zu 
MQ und nennen C denjenigen Punkt dieser Linie, in welchem sie von 
einer ähnlichen Linie getroffen wird, die senkrecht steht auf der Tan- 
gente im Punkte N* Je näher dann der Punkt -AT an üf rückt, desto 
mehr nähert sich die Länge der Linie MC einem bestimmten Grenz- 
werthe ^, welcher der Krümmungshalbmesser heisst. In der Nähe 
des Punktes M wird nämlich die betrachtete Bahn zusammenfallen mit 
dem Krümmungskreise, dessen Halbmesser ^ und dessen Mittelpunkte 
ist. Wir können also annehmen , dass N auf diesem Kreise liegt, und ha- 
ben nach einer bekannten Formel der ebenen Geometrie 

JN.2Q = Mm, 

Da der Weg JN durch die Kraft S in der Zeit d t bewirkt wird 

o 

und die Acceleration dieser Bewegung — ist, so hat man 



und daher 



m 

JN=\' - ' dt^ 
2 m. 



s=-(^Y 



Q \dtj 

welche Gleichung, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, um so richtiger 

ds 
ist, je kleiner ds gewählt wird. Für den Grenzfall geht aber --7- über 

in V und es ist daher mit Strenge 

S=^ 14) 

Q 
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Vn. Wirkung und Oegenwirkiing. Arbeit einer Kraft. 
Lebendige Kraft. 



Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung*). Uebt der §. 38. 
Punkt A auf den Punkt B eine gewisse Wirkung aus, so erleidet hier- 
durch auch der Punkt A eine gleiche Wirkung, aber in entgegengesetz- 
ter Richtung. Es gentigt, dieses Princip der Gleichheit der Wirkung und 
Gegenwirkung unter der Annahme zu erörtern, dass die beiden Punkte 
in der Richtung ihrer Verbindungslinie auf einander wirken. Es lässt 
sich nämlich ganz und gar nicht einsehen, wie zwei Punkte nach einer 
Kichtung aufeinander wirken könnten, die einen Winkel mit der Verbin- 
dungslinie der zwei Punkte bildet, da bei gleicher Neigung um diese 
Linie herum keine Richtung sich von der andern irgendwie unterschei- 
det. Man hat daher auch Grund anzunehmen, dass in allen Fällen, wo 
zwei Theilchen nach einer andern Richtung eine Wirkung aufeinander 
ausüben, letztere sich immer in componirende Wirkungen zerlegen lässt, 
die zwischen den einzelnen Punkten dieser Theilchen in der Richtung 
ihrer Verbindungslinien statthaben. 

Nehmen wir also an, der Punkt A wirke auf den Punkt B in der 
Richtung der Linie AB mit der constanten Intensität P; verbinden wir 
dann die beiden Punkte durch eine starre Linie, so kann offenbar der 
Zustand der ersteren hierdurch nicht geändert werden, wie dies auch 
durch die Erfahrung bestätigt wird. Die starre Linie AB ist also im 
Gleichgewichte, dies ist aber nur möglich, wenn auch in A eiUe Krafk Jr 
auf dieselbe wirkt, welche gleich und entgegengesetzt der Kraft P m B 
ißt. Ebenso könnten wir die Kraft P durch ein Gewicht ersetzen, dass 
an einem Faden wirkt, der an dem Punkte B befestigt ist und durch einen 
mit A verbundenen Ring geht. Der Faden wird sich zuerst ausdehnen, 
dann aber in einen Gleichgewichtszustand kommen, der beweist, dass auf 
seine beiden Enden gleiche und entgegengesetzte Kräfte wirken. Ja 
wenn der Faden nicht stark genug ist, so wird derselbe entzweireissen, 
was ebenfalls entgegengesetzt gerichtete Kräfte voraussetzt. Schalten wir 
in den Faden eine Spiralfeder ein, so wird dieselbe ausgedehnt, bei einer 
gewissen Spannung aber in Ruhe bleiben. Hier lässt sich auch durch das 
Experiment nachweisen, dass die beobachtete Spannung dieselbe ist, als 
wenn an den beiden Enden der Spiralfeder zwei Kräfte P in entgegen- 
gesetzter Richtung angebracht werden. 

Gilt aber die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung für con- 
stante Kräfte, so gilt dieselbe auch für beliebige Kräfte, da ja letztere in 
jedem einzelnen Momente immer als constant betrachtet werden können. 



*) Newton, Philos. nat. princ math. Lond. 1687. 
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§. 39. Arbeit. Hat die constante Kraft P den Punkt m in gerader Linie 

von M nach M' gebracht, so hat sie hierdurch eine mechanische Leistung* 
oder Arbeit (J.) verrichtet, deren Grösse offenbar proportional ist erstens 
der Länge MM* = x, durch welche der Punkt m bewegt wurde, und 
zweitens dem Widerstände, den letzterer der Bewegung entgegensetzt. 
Dieser Widerstand ist aber im Einklänge mit dem in §. 38 Gesagten gleich 
der Kraft, die ihn bewältigt, d. i. Pcosa, wenn « den Winkel zwischen 
der Richtung der Kraft P und der Linie MM* bedeutet. Die Leistung 
der Kraft P bleibt aber immer die gleiche, sei es dass sie viel oder wenig 
Zeit braucht, um diese Arbeit zu verrichten. Man kann daher, unter G 
eine bloss von den Einheiten der Arbeit, des Weges und der Kraft abhän- 
gige Constante verstanden, schreiben 

A = C.x.Pcosa, 

Setzt man diejenige Arbeitsmenge gleich Eins, welche von der Kraft- 
einheit dadurch geleistet wird, dass ihr Angriffspunkt in ihrer Richtung 
um die Längeneinheit verschoben wird, so hat man die zusammengehöri- 
gen Werthe A -= P = x ^= 1, a = 0, welche in die frühere Gleichung 
eingeführt C = 1 geben. Für die so gewählte Arbeitseinheit hat man also 

A = P.xcosa 
und kann sagen: „Die von einer constanten Kraft bei der geradlinigen 
Bewegung einer Masse geleistete Arbeit ist gleich dem Producte aus ihrer 
Intensität in den auf ihre Richtung projicirten Weg ihres Angriffspunktes". 

Der allgemeine Fall, den wir hier vorausgesetzt haben, dass die Be- 
wegung des Punktes m nicht in der Richtung der auf ihn wirkenden 
constanten Kraft geschieht, tritt z. B. dann ein, wenn der Punkt gezwun- 
gen ist längs einer festen Geraden zu gleiten. 

Ist die Kraft P nicht constant, so kann die vorhergehende Definition 
nur auf die elementare Arbeit derselben angewendet werden, d. i. die 
Arbeit während eines sehr kurzen Zeittheilchens ; so lange kann ja jede 
Kraft als constant betrachtet werden. Die von der Kraft P während 
eines längeren Zeitraumes geleistete Arbeit findet man dann durph Summi- 
rung aller Elementararbeiten. 

Die bei der virtuellen Verrückung des Angriffspunktes einer Kraft 
geleistete elementare Arbeit ist der vorhergehenden Definition zufolge 
identisch mit dem, was wir das virtuelle Moment der Kraft genannt haben, 
so dass das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten sich auch folgender- 
maassen aussprechen lässt: „Für das Gleichgewicht eines Systems irgend- 
wie mit einander verbundener Punkte hat man die nothwendige aber 
auch hinreichende Bedingung, dass bei jeder mit den Verbindungen der 
Punkte verträglichen virtuellen Veränderung derselben die Summe der 
elementaren Arbeiten aller Kräfte verschwindet." 

„Die Arbeit der Resultante mehrerer Kräfte ist die Summe der Arbei- 
ten der einzelnen Kräfte". Haben nämlich diese Kräfte P, P ,., eine 
Resultante JB, so müssen sie, vermehrt um eine dieser Resultante gleiche 
und entgegengesetzte Kraft B', im Gleichgewichte stehen. Es muss also 
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die Summe der elementaren Arbeiten der Kräfte B', P, P' . . . gleich Null 
sein, d. h. die Arbeit der Kraft B' ist gleich der negativen Summe der 
Arbeiten der Kräfte P, P'... Dieselbe ist aber offenbar auch gleich der 
negativen Arbeit der Kraft E und es ist somit die elementare Arbeit der 
letzteren Kraft gleich der positiven Summe der elementaren Arbeiten der 
einzelnen Kräfte P, P'... Dieser Satz muss aber dann auch für jede 
endliche Arbeit gelten, da man sich diese ja in einzelne elementare Arbei- 
ten zerlegt denken kann. 

Sind Z, r, Z die Componenten der Kraft P längs drei beliebigen 
Axen, ^x, ^y, /dz aber die Projectionen der virtuellen Verschiebung des 
Angriffspunktes dieser Kraft, so hat man für die elementare Arbeit der- 
selben auch den Ausdruck 

X.^x + Y./dy + Z,/iz 
da nach dem eben Gesagten diese Arbeit gleich sein muss der Summe 
der Arbeiten der Kräfte X, F, Z, 

Lebendige Kraft. Die Bewegung eines Punktes kann immer in §. 40. 
Arbeit umgesetzt werden. Sucht man z. B. den Punkt durch einen star- 
ren Körper aufzuhalten, so erhält dieser einen Stoss, w'elcher ihn in Bewe- 
gung setzt, was offenbar eine mechanische Leistung oder Arbeit vorstellt. 
Ist der Körper nicht vollkommen starr, so wird derselbe dort, wo der Stoss 
erfolgt, zusammengedrückt werden, aber nicht in Bewegung gerathen, falls 
seine Masse bedeutend grösser als die des Punktes ist. Hier besteht die 
geleistete Arbeit darin, dass der Widerstand der Theilchen des Körpers, 
den sie der Zusammendrückung entgegensetzen, überwunden wurde. 

Jeder in Bewegung befindliche Punkt ist also im Stande, eine gewisse 
Arbeitsmenge zu leisten, welche man dessen lebendige Kraft nennt 
und deren Grösse wir jetzt bestimmen wollen. Wir werden dies dadurch 
thun, dass wir für irgend eine Kraft die Grösse der Arbeit suchen, welche 
durch den Punkt bei dem üebergange von der Bewegung zur Ruhe ver- 
nichtet wird; diese Arbeit, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, muss 
dann offenbar gleich sein der lebendigen Kraft des betrachteten Punktes. 
Ist die Geschwindigkeit des letzteren in dem Momente, wo wir dessen 
lebendige Kraft kennen lernen wollen, etwa v, so würde er sich, wenn 
weiter keine Kraft auf ihn wirkt, geradlinig mit der Geschwindigkeit v 
weiter bewegen; lassen wir aber nun in gerade entgegengesetzter Rich- 
tung die constante Kraft jp auf ihn wirken , so ist seine Geschwindigkeit 

zur Zeit t durch den Außdruck v i gegeben, wenn m seine Masse 

ist. Setzen wir nun den letzten Ausdruck gleich Null, so erhalten wir aus 

dieser Gleichung die bis zu jenem Momente verflossene Zeit i = — , wo 

der Punkt W seine ganze anfangliche Geschwindigkeit verloren, wo er also 
im Sinne seiner ursprünglichen Bewegung zur Ruhe gekommen ist. Wäh- 
rend dieser Zeit hat er aber den Weg 
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^ P .2 ^'^^ l v^m 1 v^m 

2 m p 2 p 2 p 

zurückgelegt, die von der Kraft p hierbei geleistete Arbeit ist somit 

— x,p = — — v^m 

du 

da ihr Angriffspunkt sich um x in einem der Richtung der Kraft entgegen- 
gesetzten Sinne bewegt hat. Die gesuchte lebendige Kraft des Punktes ni 

ist somit gleich — jr-* 

Denkt man sich die Bewegung des Punktes m zerlegt in drei Bewe- 
gungen längs drei zu einander senkiechten Axen, welche mit den Seiten- 
geschwindigkeiten a, 5, c vor sich gehen, so hat man, da letztere die Pro- 
jectionen der Geschwindigkeit v sind, 

v'i = a2 + [)9 + c2 
und daher auch 

mt;2 ma'^ mh^ mc^ 

T" ~ "2" "^ "T" "^ ~2~" 
aus welcher Gleichung hervorgeht, dass die lebendige Kraft eines beweg- 
ten Punktes gleich ist der Summe der lebendigen Kräfte, die man erhält, 
wenn man sich die Bewegung längs dreier zu einander senkrechter Axen 
vor sich gegangen denkt. Wirkt auf einen freien Punkt mit der Masse m 
die constante Kraft P und hat derselbe in Folge dieser Kraft zur Zeit t 
die Geschwindigkeit v erlangt, und in der Richtung der Kraft den Weg x 
zurückgelegt, so ist bekanntlich 

F 1 P 

m 2 m 

aus welchen Gleichungen sich alsogleich 

P,x = —mv'^ 

ergiebt. Die letzte Gleichung lehrt, dass eine constante Kraft bei der 
geradlinigen Bewegung eine Arbeit leistet, die gleich ist der lebendigen 
Kraft des bewegten Punktes. 

Ist die Kraft P nicht constant, so kann man sie wenigstens während 
eines kurzen Zeittheilchens so betrachten und die frühere Gleichung dar- 
auf anwenden. Die Arbeit der Kraft P während des betrachteten kurzen 
Zeittheilchens ist somit gleich der in diesem Zeittheilchen dem bewegten 
Punkte m ertheilten lebendigen Kraft, d. i. also gleich der Differenz der 
lebendigen Kraft des Punktes m zu Anfang und Ende des betrachteten 
Zeittheilchens. Denkt man sich nun die während eines beliebigen länge- 
ren Zeitraumes von der Kraft P geleistete Arbeit in lauter elementare 
Arbeiten zerlegt, für welche das eben Gesagte gilt, so erhält man durch die 
Summirung derselben den folgenden Satz: 

„Die von irgend einer Kraft bei der geradlinigen Bewegung eines 
freien Punktes in einer bestimmten Zeit geleistete Arbeit ist gleich dem 
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Zuwachse, den die lebendige Kraft des bewegten Punktes während der 

betrachteten Zeit erhalten hat." 

Ist endlich die Bahn des Punktes m krummlinig, so kann man die 

Bewegung desselben in drei Bewegungen längs drei zu einander senk- 
rechten Axen zerlegen, welche durch die rechtwinkligen Componenten 
X, Y, Z der Kraft P hervorgebracht werden. Für die Kräfte Z, Y, Z 
gilt natürlich der vorhergehende Satz. Nun ist aber sowohl die Arbeit 
der Kraft P gleich der Summe der Arbeiten ihrer Componenten und 
ebenso die lebendige Kraft des Punktes m zu jeder Zeit gleich der Summe 
der lebendigen Kräfte, die man erhält, wenn man sich die Bewegung die- 
ses Punktes längs dreier zu einander senkrechten Axen vor sich gegan- 
gen denkt. Durch Summirung der von den Kräften X, Y, Z geleisteten 
Arbeiten erhält man somit den allgemeinen Satz: 

„Jede Kraft leistet bei der Bewegung eines freien Punktes in einer 
bestimmten Zeit eine Arbeit gleich dem Zuwachse, den die lebendige 
Kraft des bewegten Punktes während dieser Zeit erhalten hat." 

Der letzte Satz gilt auch noch, wenn der bewegte Punkt m nicht 
völlig frei ist, sondern gezwungen ist auf einer festen Curve oder Fläche 
zu bleiben, wenn nur die Bewegung desselben jedesmal ohne Reibung statt- 
findet. Die Curve oder Fläche kann ja, wie wir gesehen, durch eine zu 
ihnen normale Kraft Q ersetzt werden. Eine solche leistet aber keine 
Arbeit, indem die Projection auf die Kraftrichtung in diesem Falle gleich 
^uU ist. Die Arbeit der Kraft P wird also durch Hinzuftigen der Kraft Q, 
nicht geändert und es gilt auch jetzt noch der zuletzt bewiesene Satz. 

Die vorhergehenden Betrachtungen lehren, dass die Arbeit, welche eine §.41. 
Kraft durch Bewegung eines Punktes leistet, nicht verloren ist. Bewegt 
sich der Punkt ohne Reibung, so hat er ja eine lebendige Kraft, welche 
gleich ist der geleisteten Arbeit, letztere kann somit wieder ganz aus dem 
bewegten Punkt zurückerhalten werden. 

Hat der Punkt jedoch Reibung bei seiner Bewegung zu überwinden, so 
wird seine Geschwindigkeit und daher auch seine lebendige Kraft kleiner 
ausfallen als früher. Man kann daher jetzt aus der Bewegung nicht mehr die 
ganze geleistete Arbeit zurückerhalten; allein für das Fehlende wurde durch 
die Reibung eine äquivalente Menge von Wärme erzeugt, die auf pas- 
sende Weise wieder in die richtige Arbeitsmenge verwandelt werden kann. 

Diese Erscheinung zeigt sich auch bei anderen Verwandlungen, die mit 
der Arbeit einer bewegenden Kraft vorgenommen werden können, es geht 
nie Arbeit verloren. Man bezeichnet diese Thatsache als das Princip 
der Erhaltung der Kraft. 

Benutzt man etwa die Arbeit A der Kraft P, um die gleiche nega- 
tive Arbeitsmenge A der Kraft ^, welche im Punkte M angreift, zu com- 
pensiren, so ist die Arbeit der Kraft P noch immer nicht verloren, denn 
sobald die Kraft P zu wirken aufhört, sucht die Kraft Q den früheren 
Zustand herzustellen, wobei sie die Arbeit A leisten muss. Man sagt in 
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diesem Falle, die Arbeit A der Kraft P ist in Spannkraft umg-esetzt 
worden. Heben wir z. B. einen Stein vom Boden auf, so ist unsere Arbeit 
nicht verloren , denn sobald wir die Hand wegziehen , fällt derselbe zu 
Boden und langt dort mit einer lebendigen Kraft an, die gleich unserer 
Arbeit ist. Der Stein besass somit, nachdem wir ihn vom Boden aufge- 
hoben, eine unserer Arbeit gleiche Spannkraft. Auch der von der Schwere 
geleisteten negativen Arbeit beim Heben des Steines entsprechen Vorg-änge 
in unseren Muskeln, die einem Verbrauche von Spannkräften oder Arbeit 
gleichkommen. 

Vm. Bewegung eines beliebigen Körpers. 

§. 42. Das d'Alembert'sohe Princip*). Gegeben sei eine Anzahl von 

n Kräften P, P' . . ., welche auf ein System von n Punkten wirken. Die 
Massen dieser Punkte seien m, m'... und ihre gegenseitigen Verbindun- 
gen seien bestimmten Bedingungen unterworfen. Der letzteren können 
aber nicht mehr wie 3w sein, da ja die Lage jedes der n Punkte schon 
durch drei Grössen (Coordinaten) vollkommen bestimmt ist. Wir neh- 
men an, dass auf jeden der n Punkte je eine der gegebenen Kräfte wirkt, 
denn wirken mehrere Kräfte auf denselben Punkt, so setzen wir sie zu 
einer Resultante zusammen, wirkt aber auf einen Punkt gar keine Kraft, 
so ist dies eben eine Kraft mit der Intensität Null. 

Unter d^jn Einflüsse der Kraft P wird nun der Punkt m nach Ver- 
lauf des Zeittheilchens ^t einen Weg zurückgelegt haben , dessen recht- 
winklige Projectionen etwa z^a?, ^ y^ dz sind. Wäre nun dieser Punkt 
vollkommen frei gewesen, so hätte, um die gleiche Bewegung hervorzu- 
bringen , auf denselben eine Kraft Q wirken müssen, deren rechtwinklige 

Componenten nach §. 37 m lim -— r . . . sind. Man kann aber offenbar 

die Kraft P in zwei Componenten zerlegen, wovon die eine eben die 
Kraft ö, die andere aber eine Kraft F ist. Indem wir diese Zerlegung 
für alle Punkte vornehmen, erhalten wir statt der gegebenen Kräfte P^P^ ... 
die wirksamen Kräfte Q, <?'... und die Kräfte 7,7^..., welche die ver- 
lorenen Kräfte heissen, da die Kräfte §, <?'... schon für sich allein, wie 
wir gesehen, die einzelnen Punkte des betrachteten Systems in der glei- 
chen Zeit an dieselbe Stelle bringen wie die Kräfte P, P' . . . Wenn aber 
die Kräfte F, F' . . . die durch die Kräfte $, <?'... hervorgebrachte Bewe- 
gung nicht stören, so müssen sie im Gleichgewichte sein, und man hat 
daher den Satz: 

„Bei der Bewegung irgendwie mit einander verbundener Punkte 
sind in jedem Momente die verlorenen Kräfte im Gleichgewichte." 

Ist P die Resultante von Q und F, so ist auch V die Resultante 
von P und — §, da ja die drei Kräfte P, — Q, — F im Gleichgewichte 

*) d'AIembert, Traite de dynamique. Paris 1743. 
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stehen. Es müssen daher auch die Kräfte P, P ,,, mehr dön Kräften 
— 61 — Qf '*' sich das Gleichgewicht halten, und wir können sagen: 

„Bei der Bewegung irgendwie mit einander verbundener Punkte 
halten sich die gegebenen Kräfte und die den wirksamen Kräften gleichen 
und entgegengesetzten Kräfte das Gleichgewicht." 

Es ergiebt sich diese Form des früheren Satzes schon durch Betrach- 
tung des ümstandes , dass die Kräfte — Q, — $',... genau das Entge- 
gengesetzte leisten wie die Kräfte P , P' . . . Die letzteren gegebenen 
Kräfte bezeichnet man auch häufig mit den Namen: äussere Kräfte. 

Das Gauss' sehe Princip*), Da die im Vorhergehenden betrach- §. 43. 
teten verlorenen Kräfte im Gleichgewichte stehen, so können wir das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten anwenden. Kommt der Punkt m 
in Folge der Bewegung des ganzen Systems während des kurzen Zeit- 
theilchenö z/ 1 von M nach N^ würde er aber, wenn er frei wäre, in Folge 
der auf ihn wirkenden äusseren Kraft nach A gelangen, so kann man 
sich letztere Bewegung in die zwei Bewegungen von M nach N und von 
N nach A zerlegen. Die Kraft F, welche die letztere Bewegung hervor- 
bringt, ist offenbar der Antheil der Kraft P, welcher bei der Bewegung 
des ganzen Systems verloren geht. Da die verlorene Kraft V während 
des kurzen Zeittheilchens als constant betrachtet werden kann, so hat man 
für dieselbe 

NA = ^-^t'^, Vr=2,NA.m.Jt\ 
2 m 

Wir ertheilen nun dem Angrifi'spunkte N der Kraft V die virtuelle Ver- 
rückung NB, welche mit der Linie NA einen Winkel a bildet. Das 
virtuelle Moment der Kraft Fist dann gleich V.NB.cosoCy für das Gleich- 
gewicht aller verlornen Kräfte hat man folglich 
2J(V,N£.cosa) = 
oder mit Rücksicht auf die frühere Gleichung 

Il(m,NA.NB.co8a) = 0. 
pjg lg Nun ist aber in dem Dreiecke NAB 

AB^ = NA^ + NB^ — 2NA.NB.cosa 
und daher 

2J [m(iV^2 ^ ]^ß2 _ ^^2)] =, 

welche Gleichung auch so geschrieben 
werden kann 

2J(mNA^) = 2J(mAB^) — £(mNB'^). 
Die letzte dieser drei Summen ist 
aber immer positiv, da die darin vorkom- 
menden Quadrate und Massen wesentlich positive Grössen sind; nach 
Weglassung dieser Summe muss somit sein 

2J(mNA^) <:2](mAB^) 
und diese Relation muss für jede virtuelle Verrückung des Punktes N 

*) Grell e's Journal für reine und augewandte Mathematik. Bd. 4, S. 232. 
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gelten. Betrachten wir die Bahn MA des Punktes w, die er in Folge 
der Kraft einschlagen würde, wenn er frei wäre, so sehen wir, dass die 
Linie NA die Ahlenkung von dieser Bahn ist, die er bei der wirklichen 
Bewegung des Systems erfahrt; AB aber wäre die entsprechende Ablen- 
kung für irgend eine andere Bewegung MB. Man kann somit sagen: 

„Die Bewegung irgendwie mit einander verbundener Punkte ge- 
schieht in jedem Momente in grösster Uebereinstimmung mit der freien 
Bewegung, nämlich so, dass die Productensumme der Masse jedes Punktes 
in das Quadrat seiner Ablenkung von der freien Bewegung kleiner wird 
als für jede andere mit den Bedingungen des Systems verträgliche Be- 
wegung." 

Indem sich der Punkt m von M nach N bewegt, wird die Arbeit, 
welche die Kraft V bei der freien Bewegung geleistet hätte , vernichtet ; 
indem hierzu gleichviel entgegengesetzte Arbeit bei der gedachten Bewe- 
gung des Punktes m geleistet werden muss, geschieht letztere mit einem 
gewissen Zwange, welcher eben durch die überwundene Arbeit gemes- 
sen wird. Multipliciren wir die letzte Ungleichheit mit der positiven 

Grösse — . ^^^, so geht sie über in 

i:{y.NA) < E{W,AB) 
wenn W die verlorene Kraft für die Bewegung von M nach B bedeutet. 
Es ist aber V,NA die von der Kraft Fbei der Bewegung des Punktes w? 
von iV" nach A geleistete Arbeit und ebenso W,AB die Arbeit bei der 
Bewegung von J? nach ^; diese Grössen geben daher auch den Zwang, der 
bei der Bewegung des Punktes m von M nach N und B stattfindet, somit 
können wir sagen: 

„Die Bewegung irgendwie mit einander verbundener Punkte ge- 
schieht immer mit möglich kleinstem Zwange." 



IX. Bewegung eines starren Körpers. 

§. 44. Progressive Bewegung. Es ist dies diejenige Bewegung, wobei 

alle Theilchen des starren Körpers in gleichen Zeiten gleich lange und 
parallele Wege zurücklegen. Wir wollen jetzt untersuchen, unter wel- 
chen Bedingungen die Kräfte P , P' . . ., welche auf einen festen Körper 
wirken, eine solche progressive Bewegung hervorbringen. Es gelingt dies 
leicht mit Hülfe des d'Alembert'schen Princips; dazu müssen wir aber 
zuerst die wirksamen Kräfte bei einer solchen Bewegung aufsuchen. Es 
seien die Massen der einzelnen Theilchen des betrachteten Körpers m, w' . . ., 
ihre Coordinaten mit Bezug auf beliebig gewählte Axen etwa x^y,z^x\,,\ 
da nun dieselben in gleichen Zeiten gleiche Wege durchlaufen, so haben 
sie alle dieselbe Acceleration (p und die wirksamen Kräfte der einzelnen 
Theilchen werden daher sein m<p, m!(p.,. Diese Kräfte sind aber alle 
parallel, da ja die von den einzelnen Theilchen zurückgelegten Wege, wie 
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angenommen, parallel sind. Die bewegenden Kräfte setzen sich daher 
zu einer Resultante q) (m -{- m' -|- ...) = tpHm zusammen, die in einem 
Punkte angreift, dessen Coordinaten nach §.27 durch die Gleichungen 

j. £mq)x Umcpy , Emtpz 

. ^ T Umq) ' ^ "~" Uniq) ' ^ ~ Z'mg? 
gegeben sind. Da aber cp für alle Theilchen denselben Werth hat, so 
muss auch 

y ^mx 2Jmy _Smz 

sein. Der durch diese Coordinaten bestimmte Punkt, dessen Lage unab- 
hängig ist von der Bewegung des Körpers, heisst der Mittelpunkt der 
Masse des betrachteten Körpers, oder auch aus einem Grunde, den wir 
später erörtern, sein Schwerpunkt. Giebt man nun die wirksamen 
Kräfte oder deren Resultante (pEm mit entgegengesetztem Zeichen zu 
den gegebenen Kräften P, P ... hinzu, so muss dem d'Alembert'schen 
Principe zufolge Gleichgewicht sein. Besteht aber zwischen den Kräften 
— (fUm, P, F' ... Gleichgewicht, so ist die Kraft (pEm auch die Resul- 
tante der gegebenen Kräfte P, P^ ... und wir sehen, dass Kräfte, welche 
einem starren Körper eine progressive Bewegung ertheilen sollen, eine 
Resultante haben müssen, deren Richtung durch den Schwerpunkt geht. 
Umgekehrt sieht man auch leicht ein, dass beliebige Kräfte, welche eine 
solche Resultante haben, dem Körper immer nur eine progressive Bewe- 
gung ertheilen. Diese Resultante lässt sich ja in parallele Componenten 
zerlegen, die an den einzelnen Massentheilchen des Körpers mit diesen 
Massen proportionalen Intensitäten angreifen. Wir können somit sagen: 

„Sollen Kräfte einen freien starren Körper in progressive Bewegung 
setzen, so hat man die nothwendige aber auch hinreichende Bedingung, 
dass diese Kräfte eine Resultante haben, deren Richtung durch den Schwer- 
punkt des bewegten Körpers geht. Dividirt man die Grösse dieser Resul- 
tante durch die ganze Masse des Körpers, so erhält man die jedesmalige 
Acceleration seiner progressiven Bewegung." 

Da diese Bewegung so vor sich geht, als ob die ganze Masse im 
Schwerpunkt vereinigt wäre, so genügt es bei progressiver Bewegung 
eines starren Körpers bloss den Schwerpunkt des letzteren zu betrachten, 
und sich die ganze Masse des Körpers in demselben vereinigt zu denken. 
Wir können somit auch alle Sätze , die wir bei der Bewegung eines ein- 
zelnen Punktes kennen gelernt haben, alsogleich auf die progressive 
Bewegung eines festen Körpers anwenden. 

Drehung um eine feste Axe. Bei einer solchen Bewegung beschrei- §.45. 
ben alle Körpertheilchen kreisförmige Bahnen in Ebenen senkrecht zur 
Drehungsaxe, und es ist der Winkel, um welchen sich der zu irgend einem 
Theilchen gehörige Radius während einer bestimmten Zeit dreht, für alle 
Theilchen derselbe. Ist nun der von irgend einem Radius während dem 
kurzen Zeittheilchen ^t zurückgelegte Winkel etwa z/a, so giebt der 
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Grenzwerth des Quotienten -yr die zur Zeit t stattfindende Winkelgeschwin- 

digkeit o. Hat ein Theilchen während der Zeit ^t m seiner Bahn den 
Weg d s zurückgelegt, so hat man nach bekanntem Satze der Geometrie 

wenn r der zu diesem Theilchen gehörige Radius ist. Dividirt man letz- 
tere Gleichung mit /dt^ so geht sie für unendlich abnehmende Werthe von 
/dty ds und z/a über in 

WO V die Geschwindigkeit des betreffenden Theilchens in seiner Bahn, 
CO aber die für alle Theilchen gleiche Winkelgeschwindigkeit bedeutet. 
Gewöhnlich schreibt man Gleichungen wie die letzte kurz 

indem der Umstand, dass die Verhältnisszahl — gleich einem Winkel sein 
soll, uns bei der numerischen Berechnung immer darauf aufmerksam macht, 

7t 

dass der Winkel noch mit — r: zu multipHciren ist, um die Gleichung 

homogen zu machen. 

Die letzte Gleichung für ein kurzes Zeittheilchen Jt angewendet 
giebt 

dividirt man aber diese Gleichung beiderseits durch -^<, so erhält man 

für unendlich abnehmende Werthe von ^^ die Grenz werthe 

,. ^v ,. ^co 

hm —r- = r Um —77 

d. h. es ist die Acceleration des Theüchens m in seiner Bahn gleich sei- 
nem Radiu^ multiplicirt mit der Acceleration der Winkelgeschwindig- 
keit des betrachteten Körpers. 

Wir wollen nun das d'Alembert'sche Princip auch auf den gegen- 
wärtigen Fall der Drehung anwenden. Für das Gleichgewicht eines Kör- 
pers, der sich nur um eine Axe drehen kann, haben wir die einzige Bedin- 
gungsgleichung, dass die Momentensumme aller Kräfte mit Bezug auf die 
Drehungsaxe verschwinde. Nennen wir die Summe dieser Momente 
für die gegebenen Kräfte P, P' . . . etwa §, so bleibt uns noch übrig, diese 
Summe auch für die wirksamen Kräfte zu bestimmen. Von letzteren zerfallt 
aber jede in eine Tangentialkraft und in eine Normalkraft, wobei die 
Ebene dieser zwei Kräfte ersichtlich senkrecht zur Drehungsaxe ist. Sind 
die Massen der einzelnen Theilchen des Körpers 1», w' . . ., ihre zugehörigen 
Abstände von der Drehungsaxe, welche in diesem Falle auch die Krüm- 
mungsradien der einzelnen Bahnen sind, etwa r, /..., so haben wir mit 
Rücksicht auf die Tangentialkräfte 
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dt /St 

und die Normalkräfte 

mro«, m'r'a^ . . . 
Da die Richtungen der letzteren Kräfte durch die Drehungsaxe 
gehen, so ist ihr Moment gleich Null und wir hahen bloss die Momente 
der Tangentialkräfte zu berücksichtigen, welche zu diesem Zwecke mit 
ihren senkrechten Abständen von der Drehungsaxe d. L mit r, r' . . . zu 
multipliciren sind. ^ Wir erhalten so als Momentensumme der Tangential- 

kräfte {mr'^ + m'r'^ -f- "')lifn—7j- und haben somit dem d'Alembert'- 

schen Principe zufolge ^ 

Q — lim —rr.Smr^ = 
Jt 

oder 

Man nennt die für ein und denselben Körper constante Grösse 27 9nr^ 
welche nur von der Vertheilung seiner Masse abhängt, sein Trägheits- 
moment mit Bezug auf die betrachtete Axe. Die Grösse Q nennt 
man auch kurz das Drehungsmoment der gegebenen Kräfte und hat 
so der letzten Gleichung zufolge den Satz: 

„Die Acceleration der Winkelgeschwindigkeit eines um eine feste 
Axe rotirenden starren Körpers ist in jedem Momente gleich dem Drehungs- 
momente der äusseren Kräfte, dividirt durch sein Trägheitsmoment mit 
Bezug auf die Drehungsaxe." 

Sind die äusseren Kräfte und somit auch deren Drehungsmoment Q 
constant, so folgt aus der letzten Gleichung nach §. 36 für co der Werth 

2Jmr^ 
wo h die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t = bedeutet. Diese Gleichung 
ist analog der, welche für die geradlinige Bewegung unter dem Einflüsse 
einer constanten Kraft stattfindet. 

Hören die äusseren Kräfte plötzlich zu wirken auf, so wird der Kör- 
per natürlich mit der Winkelgeschwindigkeit, die er in diesem Momente 
hat, gleichförmig um seine feste Axe fortrotiren. 

Wegen der Wichtigkeit, die das Trägheitsmoment eines Körpers für 
dessen Drehung hat, wollen wir demselben noch die folgenden Betrach- 
tungen widmen. 

Das Trägheitsmoment eines Körpers für eine Axe Ä' zu fin- §. 4g 
den, wenn sein Trägheitsmoment für eine parallele Axe A, die 
Lage seines Schwerpunktes und seine Masse bekannt sincL Es sei T 
das bekannte Trägheitsmoment für die Axe A^ dagegen 2' das zu bestim- 

L|ang, theoretische Physik. 4 
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mende Moment für die Axe A!. Wir wählen die Axe A zur Z-Axe eines 
rechtwinkligen CoordinatensysteüiB , irgend einen Punkt aber zum 
Anfangspunkt desselben. Die Axe il' wird dann die XY- Ebene in einem 
Punkte Ol schneiden und wird durch die Coordinaien a, l> dieses Punk- 
tes gegeben sein. Repräsentiren nun m, x^ y, z Masse und Coordinaten 
eines beliebigen Theilchens des Körpers, so hat man für die Coordinaten 
seines Schwerpunktes die Werthe 

für das Trägheitsmoment Taber der im Vorhergehenden gegebenen Defi- 
nition zufolge 

Bezieht man die Lage des Theilchens m auf den Punkt (/ als Anfangs- 
punkt eines parallelen Coordinatensystems, so hat man offenbar x und y 
beziehungsweise um a und h zu vermindern und hat daher ebenso 
r=2:m [(x - a)2 + (y - 6)»] 

= ZJm [aj2 — 2ax + a« + y« _ 2yh + l>«] 

= JSm (x^ + y2) + (öf2 4- 52) Um — 2aZ!mx — 2h2:my. 

Somit ist den vorhergehenden Gleichungen zufolge 

T' = T'+ (a^ + b^ — 2a| — 2hri) Sm 
wodurch unsere Aufgabe gelöst ist. 

Ist T das Trägheitsmoment für eine Axe, die durch den Schwer- 
punkt geht, so hat man in der letzten Gleichung | = i^ = zu setzen, 
da jetzt der Schwerpunkt in der Z-Axe liegt; setzt man dann noch den 
senkrechten Abstand der beiden Axen gleich s, so hat man 

T =T + s'^Em. 

Dieser Satz ist für die Berechnung der Trägheitsmomente dann von 
Wichtigkeit, wenn der betrachtete Körper homogen ist und eine einfache 
geometrische Gestalt hat. In diesem Falle bietet die Berechnung des 
Trägheitsmomentes für eine Axe, die durch den Schwerpunkt geht, meist 
keine grosse Schwierigkeiten. Die einfachsten derartigen Fälle kann man 
mit Hülfe des folgenden Satzes lösen. Im Allgemeinen wird jedoch die 
Berechnung eines Trägheitsmcwnentes durch die Integralrechnung gelöst. 

§. 47. Es soll der Werth des Ausdruckes ^^x^.^x bestimmt wer- 

ar=*a 

den, d. h. man soll die Summe aller Werthe angeben, die a^ .dx annimmt, 
während x alle Werthe von a bis b durchläuft; hierbei bedeutet ^x wie 
immer eine unendlich kleine Aenderung von x. 

h 

Wir bemerken zuerst, dass für Ä; = offenbar ^ ^^ = b — a ist; 

a 

denn setzt man in /Ix alle Werthe von a bis 5, so bekommt man eine 
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Reihe kleiner Grössen, welche das Intervall h — a ganz ausfüllen. Hier- 
nach kann man auch leicht den Werth des gegebenen Ausdruckes für den 
Fall angeben, wo die Grenzen a und ß sehr nahe an einander liegen und 
die Grösse a?* innerhalb dieser Grenzen als constant angesehen werden 

ß ß 

kann. Man erhält so ^^ »* . ^dx = a* ^^ ^^x = a* . (^ — a). Ist je- 

a a 

doch das Intervall h — a nicht unendlich klein, so kann man durch Ein- 
schaltung einer beliebigen Anzahl von Grössen zwischen a und h die 
verlangte Summe in solche mit unendlich nahen Grenzen zerfallen. Indem 
wir das ganze Intervall 5 — * a in n -f- 1 gleiche Tueile S theilen, erhal- 
ten wir 

b a+(f a+2& ^ b 

^x'^.Jx = ^iX^.Jx + ^a*.^x -f ...'-f ^x^.^x' 

= Äa* + « (a + Sy + Ä (a + 2ä)* -f ... + 8{a + n8)K 
Mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes erhält man aber die folgenden 
Gleichungen, wenn man bei der betrefifenden Entwicklung zweite und 
höhere Potenzen von 8 vernachlässigt, welches ja beliebig klein gewählt 
werden kann; 

(a +: Ä)*+i = a*+i -f (Ä 4- 1) Äa* 

(a + 30)*+^ = (a + 2Ä)*+i + (ä + 1) 8{a + 2«)* 

b*+i = (a + w«)*+i + (ÄJ + 1) 8{a + wÄ)*+i 
Addirt man nun diese Qleichungen , so findet man mit Rücksicht 
auf die Glieder, die sich beiderseits aufheben 

b 

5*+i = a*+i -f (Ä + 1) ^xKdx 

a 

oder als Lösung der gestellten Aufgabe 

Trägheitsmoment (^T) einer homogenen Linie mit Bezug auf §. 48. 
eine zu ihr senkrechte Axe in einem ihrer Endpunkte. Es sei l die Länge 
dieser Linie, M die ganze auf ihr gleichförmig vertheilte Masse und 

Wh 

D == — die Dichte dieser Linie; ferner sei ^x irgend ein sehr kleines 

V 

Stück der Linie, wobei x die Entfernung derselben von der Drehungsaxe 
bedeutet. Die Masse dieses Theilchens ist 2)*z/a? und das Trägheits- 
moment desselben mit Bezug auf die angegebene Axe D . dx , x?. Denkt 
man sich nun die ganze Linie in ^solche kleine Theilchen zerlegt, so er- 
hält man durch deren Summirung das Trägheitsmoment der ganzen 
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Linie. Es ifet daher, mit Rückfiicht auf den constanten Werth von D und 
auf §. 47 

Soll das Trägheitsmoment T' für einen beliebigen Punkt gefunden 
werden, so hat man, wenn a die Entfernung dieses Punktes vom Ende 
der Linie bedeutet 

da das Trägheitsmoment T die Summe der Momente der beiden Hälften 
a und l — a der Linie ist. Fällt der Punkt in den Halbirungspunkt 
der Linie, so hat man 2 a -=1 und daher 

3 8 "^ 3 8 12 • 



Trägheitsmoment (0 eines homogenen Rechteckes mit Bezug 
auf eine zu demselben senkrechte Axe im Mittelpunkte 0. Die Längen der 
gegenüberliegenden Seiten seien a und &; parallel den ersteren Seiten 
legen wir durch eine Linie X und errichten in den Punkten ^und JV 
derselben zu ihr senkrechte Linien. Die Entfernungen der Punkte N 
und N* von setzen wir gleich x und x + ^Jx und betrachten sie 

d 
kleiner als — • Dann werden die zwei Senkrechten einen Theil/ des Paral- 

lelogramms einschliessen , für welchen oflfenbar / = h.dx ist, die auf/ 
vertheilte Masse aber wird sein D . 6 . ^x^ wenn D gleich ist dem Quo- 
tienten ( — 7 ) aus der Masse des ganzen Rechteckes durch seinen Flächen- 
inhalt. Wählen wir ^x sehr klein, so kann / als Linie betrachtet wer- 
den und dann haben wir für ihr Trägheitsmoment mit Bezug auf eine 

Db,^x " 

m N senkrechte Axe dem Vorhergehenden zufolge — --r — h\ Da nun 

der Symmetrie zufolge der Punkt N auch der Schwerpunkt von / ist, so 
erhalten wir für das Trägheitsmoment von / mit Bezug auf eine parallele 
Axe in den Werth 

nach §.46. Somit ist das Trägheitsmoment des ganzen Rechteckes für 
die letzte Axe 
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'=h^^' + ^'"'■^') = ^ (<! + m (1)1 

_a 8 2 

2 

Multiplicirt man den letzten Ausdruck mit c, so giebt derselbe das 
Trägheitsmoment (T) eines homogenen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeds, dessen Seiten die Längen a, h, c haben und zwar für eine 
Axe, welche durch den Mittelpunkt geht und parallel der Seite c ist. Das 
Trägheitsmoment des Parallelepipeds ist ja die Summe der Trägheits- 
jnomente aller seiner zur Drehungsaxe senkrechten Querschnitte. Ist die 
Masse des homogenen Parallelepipeds etwa üf, so hat man M = mc 
und daher 

2' = -^ («» + 6«). 

Trägheitsmoment (0 einer homogenen Kreisfläche mit Bezug 
auf eine in ihrem Mittelpunkte senkrechte Drehungsaxe. Es sei r der 

Radius dieser Kreisfläche, m ihre Masse und D = r — ihre Dichte. Für 

die zwischen den unendlich wenig verschiedenen Radien x und x -\- ^x 
enthaltene ringförmige Fläche hat man 

(x + Jxyx — a?23r = 2nx.Jx + n{dxy = 2nx.^x 

da wegen der Kleinheit venire zweite Potenzen derselben schon vernach- 
lässigt werden können. Die Masse dieses Flächenelementes ist somit 
D.271X, /Ix und ihr Trägheitsmoment für die angegebene Axe D. 2 nx^, /Ix^ 
da jeder Punkt des unendlich schmalen Ringes um x vom Mittelpunkte 
entfernt ist. Somit hat man för das Trägheitsmoment der ganzen Kreis- 
fläche 

i= ^2aD.x^,/fx = 27Cl) ^x^./tx 

x— 

U = ^''^ 4 

• * = -2''- 
Das Trägheitsmoment der homogenen Kreisfläche ist somit ebenso gross, 
als ob ihre halbe Masse irgendwie am Umfange vertheilt wäre. 

Mit Hülfe der letzten Gleichung erhält man auch leicht das Träg- 
heitsmoment (T) eines homogenen Cylinders mit Bezug auf 
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seine Axe. Da das Trägheitsmoment jedes seiner Querschnitte mit Bezug 

m 
auf diese Axe nach dem Früheren gleich -- r* ist, so hat man ofltenbar 

wenn r den Radius, l die Länge und M die Masse des homogenen Cylin- 
ders bedeutet. 

Trägheitsmoment (T) einer homogenen Kugel mit Bezug auf 
eine Axe die durch ihren Mittelpunkt geht. Es sei R der Radius der 

Kugel, M ihre Masse und D = ttt?" ihre Dichte. Durch Schnitte 

senkrecht zur Drehungsaxe zerlegen wir die Kugel ganz in Kreisflächen. 
Der Abstand einer solchen Kreisfläche vom Mittelpunkte sei x, ihre unend- 
lich geringe Dicke y^x und ihr Radius r; dann ist ihre Masse Dr^Tt ,^x 
und ihr Trägheitsmoment mit Bezug auf die angegebene Axe, welche* 
ja in ihrem Mittelpunkte senkrecht zu ihr ist, nach dem Vorhergehenden 

gleich --trr^^x. Das Trägheitsmoment der ganzen Kugel ist somit 

x=R —R 

Nun lehrt aber eine einfache geometrische Betrachtung, dass 
ist, demzufolge die letzte Gleichung übergeht in 

— R 

r +Ä +Ä +Ä n 

5 

§. 49. Permanente Drehnngsaxen. Bei der Drehung eines festen Kör- 

pers um eine Axe erleidet letztere einen Druck. Derselbe rührt aber 
nicht allein von den durch sie aufgehobenen Anth eilen der äusseren Kräfte 
her, sondern es sind bei der Berechnung desselben auch die 'bewegenden 
Kräfte mit entgegengesetztem Zeichen einzuführen. Es folgt dies aus 
dem Principe der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung. Durch 
die Bewegung wird ja auf jedes Körpertheilchen eine Kraft ausgeübt, 
gleich der bewegenden Kraft, das Theilchen übt nun eine dieser E^raft 
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gleiche und entgegengesetzte Gegenwirkung aus, mit der es sich von dem 
Körper zu entfernen sucht. Diese Gegenwirkung kommt bei der Bewe- 
gung zu der Wirkung der äusseren Kräfte hinzu. 

Wir wollen bloss den Fall betrachten, wo die äusseren Kräfte, welche 
die Rotation des Körpers veranlasst hatten, schon zu wirken aufgehört 
haben, wo also der Körper sich in gleichförmiger Drehung befindet. Da 
dann die Winkelgeschwindigkeit co constant ist, so ist ihre Aenderung 
-^«während der Zeit dt gleich Null, es verschwinden somit auch sämmt- 
liche Tangentialkräfte (§. 45) und es bleiben nur die Normalkräfte mrco^, 
m'r'ci)'^ .,, der einzelnen Theilchen über, welche in der Richtung des zu 
jedem Theilchen gehörigen Radius wirken. Da die Gegenwirkung im 
entgegengesetzten Sinne stattfindet, so sehen wir, dass bei der gleichför- 
migen Drehung jedes Theilchen sich mit der Kraft mno^ sankrecht von 
der Axe zu entfernen st^-ebt. Man nennt diese Kraft die Centrifugal- 
kraft des betrachteten Theilchens. 

Nehmen wir die Drehungsaxe zur Z-Axe eines rechtwinkligen Axen- 

systems mit Bezug auf welches die Coordinaten des Theilchens m etwa 

X y 
X, y, sind, so hat man für die Richtungscosinusse von r offenbar —,—,0 

und daher für die Projectionen der Centrifiigalkraft des Theilchens m auf 
die Coordinatenaxen 

X = mxG}\ Y = my(o\ Z = 0. 
Indem uns die übrigen Theilchen ähnliche. Kräfte geben, erhalten 
wir durch deren Zusammensetzung nach §. 25 im Anfangspunkte der 
Coordinaten die den Axen parallelen Kräfte 

co^UmXf G)^2Jmy, 
und drei Kräftepaare parallel den Axenebenen mit den Momenten 
— caZJmyz, co^Umxg, 0. 
Soll nun die Drehungsaxe in Folge der Centrifugalkräfte der einzel- 
nen Theilchen gar keinen Druck erleiden, so müssen die zuletzt ange- 
führten Kräfte und Kräftepaare, die sich nicht untereinander aufheben 
können, einzeln verschwinden. Es muss somit 
Umx = Umy = 
Emyz = Lmxz = 
sein, da o im Falle der Drehung nicht gleich Null sein kann. Die zwei 
ersten Gleichungen verlangen, dass die Drehungsaxe durch den Schwer- 
punkt des drehenden Körpers geht. Für die Coordinaten dieses Punktes 
-hat man nämlich nach §. 44 

y 2^mx Smy . 2^msi 

^ ~ T^' '^ ~ ~£^' ^ ~ 'S^ 
und somit für den gegenwärtigen Fall f = i^ = 0, d. h. der Schwer- 
punkt liegt in der Z-Axe, welches eben die Drehungsaxe ist. Was die 
zwei anderen Gleichungen betrifft, so Hesse sich nachweisen, dass es für 
jeden Punkt eines Körpers wenigstens -drei zu einander senkrechte Rich- 
timgen giebt, für welche die Grössen Smyz und Smxz gleich Null wer- 
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den. Es sind dies auch diejenigen Axen, für welche das Trägheits- 
moment des betrachteten Körpers ein Maximum oder Minimum ist, daher 
sie Hauptaxen der Trägheit genannt werden. Die Trägheitshaupt- 
axen des Schwerpunktes erleiden nun, wie hier gezeigt, keinen Druck, 
sobald der Körper um sie rotirt. Derselbe wird daher fortfahren um 
eine solche Axe zu rotiren, auch wenn er vollkommen frei ist, wenigstens 
so lange als gar keine äusseren Kräfte auf ihn wirken, oder nur solche, 
die eine Resultante im Schwerpunkte geben. Die letzteren können ja 
nach §. 44 nur eine progressive Bewegung dem Körper ertheilen. Wegen 
dieser Stabilität als Rotationsaxen nennt man daher die Trägheitshaupt- 
axen des Schwerpunktes auch natürliche Drehungsax-en oder per- 
manente Drehungsaxen mit Bezug auf den Schwerpunkt. 

Wir begnügen uns hier jedoch mit dem Nachweis, dass die obigen 
Gleichungen wirklich erfüllt sind, sobald der rotirende Körper symme- 
trisch ist mit Bezug auf seine Drehungsaxe, d.h. wenn zu jedem Theilchen 
m ein anderes Theilchen m! mit derselben Masse so gelegen ist, dass die 
Drehungsaxe die Verbindungslinie mm' halbirt und auf derselben senk* 
recht steht. Sind nämlich die Coordinaten des Theilchens m wie früher 
X, 2/, ^, so werden: die des Theilchens m' offenbar — x, — y, sein, und 
in den Summen 2Jmx, 2Jmy, Umxjs, Emyz wird zu jedem Gliede ein 
gleich grosses mit entgegengesetztem Zeichen vorhanden sein: die Sum- 
men sind daher gleich Null. 

§.50. Der Verbuch, einen freien Körper, auf den keine äusseren Kräfte 

wirken, in Rotation zu versetzen, lässt sich praktisch nicht ausführen; 
denn um den Körper dem Einflüsse der Schwere zu entziehen, muss man 
zum Mindesten einen Punkt desselben fest machen. Der Körper kann sich 
dann nur mehr um eine Axe drehen, die durch diesen Punkt hindurchgeht. 
Wählen wir letzteren zum Anfangspunkt der Coordinaten, so wird die 
Wirkung der Kräfte 27 wflj und 2my, was auch ihre Grösse sein mag, 
durch diesen Punkt aufgehoben und es ist, damit die Axe ihre Lage nicht 
ändere, d. h. eine permanente Drehungsaxe sei, nur nöthig, dass 

Hmyz = 2Jmxz = 
wird. Die Drehungsaxe muss also eine Trägheitshauptaxe des festen 
Punktes sein. Natürlich sind die letzten Gleichungen wieder erfüllt, so- 
bald der Körper symmetrisch ist mit Bezug auf die Drehungsaxe. 

Die Apparate, um die Stabilität der permanenten Drehungsaxen in 
diesem Falle zu zeigen, sind mannigfaltig. Bei dem Böhnenberger'- 
schen Apparat ist der Schwerpunkt des rotirenden Körpers befestigt, bei 
dem gewöhnlichen Kreisel liegt der feste Punkt am unteren Ende der 
Directionslinie des Schwerpunktes, in der Fessel' sehen Schwungmaschine 
endlich ist der rotirendejKörper an dem einen Arm eines zweiarmigen He- 
bels angebracht und sein Gewicht durch ein Gegengewicht aufgehoben. Da 
der rotirende Körper in allen diesen Apparaten homogen ist und mit 
Bezug auf die Drehungsaxe von einer Rotationsfläche begrenzt ist, so ist 
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die Drehiingsaxe eine permanente und ändert ihre Lage nicht, was für 
eine Bewegung wir auch dem Unterstützungspunkte ertheilen. 

Gemischte Bewegung. Verlegt man die Kräfte, welche auf einen §.51. 
freien starren Körper wirken, nach den Regeln des §. 25 nach seinem 
Schwerpunkte, so setzen sich dieselben dort zu einem Kräftepaare und 
zu einer Einzelnkraft zusammen, die im Allgemeinen nicht in der Ebene 
des Kräftepaares liegt. Die Einzelnkraft ertheilt dem Körper nach §. 44 
eine progressive Bewegung, da sie im Schwerpunkte angreift; das Kräfte- 
paar dagegen bewirkt eine Drehung des Körpers. Die Bewegung eines 
freien* starren Körpers setzt sich somit jeden Augenblick zusammen aus 
einer progressiven Bewegung und aus einer Drehung um eine Axe, welche 
durch den Schwerpunkt geht. Dies wird auch für. die Bewegung starrer 
Körper auf stetigen Curven und Oberflächen gelten, da ja dieselben sich 
durch Kräfte ersetzen lassen, die ihren normalen Widerständen gleich sind. 

Progressive Bewegung und Drehung eines freien Körpers gehen also 
miabhängig von einander vor sich, und man kann ohne der Allgemeinheit 
etwas zu vergeben bei Untersuchungen über die Drehung eines freien 
starren Körpers annehmen, dass der Schwerpunkt desselben in Ruhe sei. 

Ebenso wie die progressive Bewegung des Schwerpunktes in jedem 
Augenblicke sich zusammensetzt aus zwei Bewegungen in Folge der Träg- 
heit und in Folge der auf den Schwerpunkt wirkenden Einzelnkraft, ebenso 
ist die Drehung des Körpers in jedem Momente das Resultat aus zwei Dre- 
hungen, eine in Folge der Trägheit, die zweite in Folge des resultirenden 
Kräftepaares um die Axe desselben. Wir werden alsbald zeigen, wie man 
Drehungen um zwei verschiedene Axen im Räume zusammensetzen könne. 

Die Axe, um die sich ein freier starrer Körper dreht, ändert aber 
in jedem Momente ihre Lage nicht nur mit Bezug auf den Raum, sondern 
auch in Betreff des Körpers. Nehmen wir nämlich an, die Drehungsaxe 
OÄ hat nach dem kurzen Zeittheilchen r die Lage 0^ im Räume, so 
ist jetzt eine andere Linie des Körpers Rotationsaxe geworden, nämlich 
jene Linie Oh, die während des kurzen Zeittheilchens r in die Lage OB 
rückt. Geht die Drehung in dem betrachteten Momente nm OÄ mit 
der Winkelgeschwindigkeit co vor sich, so wird also der Neigungswinkel 
der Flächen BOA und hOA zn einander gleich cor sein, da ja oj wäh- 
rend der kurzen Zeit t als constant betrachtet werden kann. Ausserdem 
wird aber a^chder Winkel BOA = hOA sein müssen, soll die Linie Oh 
wirklich nach der Zeit r mit B zusammenfallen. Die letzte Gleichung 
giebt uns nun den Satz: 

„Die momentane Drehungsaxe eines freien starren Körpers dreht 
sich im Räume und im Körper mit gleicher Geschwindigkeit." 

Zusammensetzung drehender Bewegungen um im Baume §. 52. 
unveränderliche Axen. Es seien Q und Q' zwei sich schneidende 
im Räume unveränderliche Linien, um welche ein starrer Körper mit den 
Constanten Winkelgeschwindigkeiten ca und o' rotiren soll und zwar 
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seien Q und Q* die positiven Richtungen dieser Axen, indem "wir die 
Richtung einer Drehungsaxe ehenso beurtheilen wie den Sinn der Axe 
eines Eräftepaares (§. 15). Der betrachtete Körper wird nun in Wirk 
lichkeit um eine resultirende Axe OB mit einer Winkelgeschwindigkeit Q 
rotiren, wie folgende Regel angiebt: 

„Man schneide auf OQ und OQ* von ihrem Durchschnittspunkte 

aus Linien A und OA' proportional 
CO und CD* ab und ergänze diese Linien 
zu einem Parallelogramm, in welchem 
sie eine Diagonale OB einschliessen, 
deren Richtung die positive Richtung 
der resultirenden Drehungsaxe OB 
giebt, deren Länge aber proportional 
ist der Winkelgeschwindigkeit q der 
resultirenden Drehung." 

Wir wollen erstens zeigen, dass 
der Punkt B durch die beiden com- 
ponirenden Drehungen seine Lage nicht ändert, und zwar genügt es 
offenbar, dies für ein sehr kurzes Zeittheilchen r nachzuweisen. Sind 
nämlich BN und BN' die senkrechten Abstände des Punktes B von den 
beiden Axen Q und Q\ so legt derselbe während der Zeit t um diese 
Axen die Wege BN.coz und BN* ,co'z zurück. Diese Wege können 
wegen ihrer Kleinheit als geradlinig und als senkrecht zur Ebene QOQ' 
betrachtet werden. Dieselben haben jedoch entgegengesetzte Richtung, 
falls wirklich die Drehungen um die gewählten Axenhälften in demselben 
Sinne vor sich gehen sollen. Sie sind aber auch gleich gross, denn 
unserer Annahme zufolge verhält sich 

a):(ö'= OA:OA' = A'B:AB 

— A'Bsin OA*B : AB sin OAB 
= A'BsinBA'NiABsinBAN 
= BN':BN 
woraus wirklich 

BN, cor = BN'.co't 
folgt. Der Punkt B beschreibt somit während der Zeit t gleiche und 
entgegengesetzte Wege, d. h. er bleibt in Ruhe. Da der Punkt A auf 
der Linie OA und also auch der Punkt B auf der Linie OB willkürlich 
gewählt werden kann, so gilt das eben Bewiesene von jedem Punkte 
dieser Linie. Da also die Linie OB des Körpers ihre Lage durch die 
beiden componirenden Drehungen nicht ändert, so hat der Körper sich 
in der That um diese Linie gedreht. 

Um nun zweitens die Winkelgeschwindigkeit dieser resultirenden 
Drehung zu finden, genügt es, einen beliebigen Punkt zu betrachten; 
wir wählen der Einfachheit wegen den Durchschnittspunkt F der Linien 
BN und 0^, welcher in Folge der Drehung um die Axe 0(^ sich na- 
türlich gar nicht bewegt. In Folge der Rotation um die Axe Q legt 
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aber der Punkt F während der kurzen Zeit t den Weg FN. cor zurück, 
ebenso in Folge der resultirenden Drehung um OB den Weg FG.Qt, 
wenn FG sein senkrechter Abstand von der Axe OB ist. Diese bei- 
den Wege können wegen ihrer Kleinheit wieder als gerade und als senk- 
recht zur Ebene QOQ' betrachtet werden, und müssen daher gleich lang 
sein, da ja die Rotation um OB dasselbe leisten muss wie die Rotationen 
um Q und Q' zusammen.' Wir haben somit 

FN.WX = FG.Qt 
und da 

FN'.FO = sinNOF.sinGOF 

= sin OA'B : sin B OA' = OB : AB 
schliesslich 

Q OB 
o ~" OA 
womit die aufgestellte Regel vollkommen bewiesen ist. Aus dieser Regel 
ergiebt sich aber , dass die resultirende Drehung durch eine ähnliche 
Construction gefunden wird^ wie die Resultante zweier an demselben 
Punkte angreifender Kräfte. Die Aehnlichkeit der Construction wird 
daher auch noch bestehen, wenn mehr als zwei componirende Drehungen 
gegeben sind, die ja durch die gegebene Regel nach und nach ebenfalls 
zu einer einzigen Drehung zusammengesetzt werden können. 

Will man die Lage der resultirenden Axe OB und ihre Winkel- 
geschwindigkeit Q statt durch Construction durch Rechnung finden, so 
dienen dazu die leicht zu beweisenden Gleichungen 

p«= öj2 -f o'* + 2c}(o'cosQOQ* 

Q o co' 

sinQOQ' ~ sin (^ OB '" sin QOB' 
Aus dem Vorhergehenden ersieht man femer, dass wenn ein Körper 
um die Axen Q und Q* die beliebigen Drehungen B und i/ zu belie- 
bigen Zeiten ausgeführt hat, der Körper aus der Anfangsstellung in die 
Endstellung immer durch Drehung um eine einzige Axe übergeführt 
werden' kann. Man braucht ja nur, um diese Axe zu finden, anzunehmen, 
dass die beiden Drehungen 2) und 2/ während derselben Zeit gleich- 

. . . 2> B' 

förmig, also mit den constanten Winkelgeschwindigkeiten -r- und —vor 

* t 

sich gegangen wären. Indem man dies auf eine beliebige Anzahl von 

Drehungen um Axen, die sich in demselben Punkte schneiden, ausdehnen 

kann, ergiebt sich femer, dass wenn wir einen freien starren Körper zu 

zwei beliebigen Zeiten seiner Bewegung betrachten, derselbe immer aus 

der einen Stellung in die andere gebracht werden kann bloss durch eine 

progressive Bewegung und durch eine einzige Drehung ujQ eine durch 

den Schwerpunkt gehende Axe. 

Der in diesem Paragraphen bewiesene Satz kann natürlich auch dazu 

dienen, die Drehung einös Körpers um eine Axe OB in zwei Drehungen 

zu zerlegen. Die Axen OQ, OQ' der letzteren müssen dabei in einer 
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Ebene mit OR liegen; sonst werden aber je zwei Linien, die eben solche 
Neigungen zu OR haben, als Axen der componirenden Drehungen ge- 
nommen werden können. Substituirt man also für OR nach einander 
verschiedene solche Linienpaare, so kommt man zu dem Satze: n^®i^ 
^ Effect der Drehung um die fixe Axe OR wird auch durch zwei compo- 
nirende Drehungen hervorgebracht, deren gehörig bestimmte Axen OQ 
und OQ^ mit beliebiger variabler .Geschwindigkeit um die Linie OR 
gleichzeitig rotiren können. ** 

S. 53 Zusammensetzung von Drehungen um im Baume veränder- 

liche Axen, erster specieller Fall*). Auf einen freien starren Kör* 
per, der um eine Axe OÄ mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 
CD rotirt, wirke eine constante Kraft P, die ihn mit der Winkel - Accele- 
ration a um eine Axe OQ zn drehen strebt, wobei diese Axe OQ in 
der Ebene ÄOQ immer senkrecht zur ersten Axe OA sein solL 

Theilen wir die Zeiteinheit in n sehr kleine Theile, so kann die 
während eines solchen Zeittheilchens bei der Rotation um Q erzeugte 

Winkelgeschwindigkeit — als constant betrachtet werden. Dann setzen 
fi 

sich während des ersten Zeittheilchens — die beiden in demselben Sinne 

n 

genommenen Rotationen um OA und OQ zu einer einzigen gleichgerich- 
teten Rotation um eine Linie OB in der Ebene AOQ zusammen, so 
zwar, dass nach §. 52 



ng ^ y 



8inA0B = —, o r= \/cd2 + 



W2 



Während des nächsten Zeittheilchens — haben wir nun eine Dre- 

n 

hung um die Axe OB mit der Winkelgeschwindigkeit Q und eine Dre- 
hung um eine Axe O Q[ mit der Winkelgeschwindigkeit — , wobei der 

Annahme zufolge in der iSbene AOQ der Winkel J50§' = 90^ ist. 
Diese zwei Drehungen geben eine resultirende Drehungsaxe C, für 
welche 



s%n 



BOG = —,, ^' = 1/0^+2^. 
wo' ^ Y n^ 



Ebenso erhält man während des dritten Zeittheilchens — für die 

n 

Lage und Winkelgeschwindigkeit der resultirenden Drehungsaxe OD in 

der Ebene AOQ 



stn 



^^^ = ;r7'' 9" = V^^+^- 



♦) G. B. Airy, Mathematical Tracts. 3. ed. Cambridge 1845. 
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Man sieht hieraus, dass die Winkelgeschwindigkeit der resultirenden 
Drehung nach Verlauf von n Zeittheilchen — , d. i. nach Verlauf der 
Zeiteinheit sein wird 



und zwar wird diese Gleichung desto genauer sein, je grösser n gewählt 



wurde. Für ein unendlich grosses n ist aber 



0, und daher der 



richtige Werth von Qn gleich o, d. h. die ursprüngliche Winkelgeschwin- 
digkeit des rotirenden Körpers wird durch Hinzutreten der constanten 
Kraft P nicht geändert. In Folge dieses Umstandes hat man ferner nach 
dem Vorstehenden 

sin AGB = sinBOC = sinCÖD = . . . = — 

no 

und da man wegen der Kleinheit dieser Winkel statt dem Sinus dasVer- 

hältniss des Bogens zum Halbmesser setzen kann 

180 _«_ 

yt no 



AOB = BOG = GGD = • • = 



welche Gleichungen lehren, dass in Folge des Einflusses der Kraft P die 
Rotationsaxe GA sich in der Ebene AG,Q mit der constanten Winkel- 
geschwindigkeit 

d — — 5 

gleichförmig dreht. 

Durch das Vorhergehende ist der gegebene Fall soweit gelöst, als 
es sic^ darum handelt, für irgend eine Zeit die Lage der Rotationsaxe 
im Räume anzugeben. Es bleibt nur noch übrig, die Richtung im "Kör- 
per zu bestimmen, welche in dem betrachteten Momente gerade die Axe 
der Drehung ist. Wir denken uns zu diesem Zwecke , dass die Punkte 



Fig. 18. 




0, A, B . . . die Durchschnittspunkte der 
Linien GQ, GA, GB, . , , mit einer Kugel 
seien, deren Mittelpunkt in ist und die 
mit dem Körper fest verbunden sei. 

Während des ersten Zeittheilchens — 

n 

geht nun die Rotation um die Linie GB vor 
sich und in Folge dieser Rotation wird ein 
Punkt c der Kugel am Ende des Zeittheil- 
chens an die Stelle von C gekommen sein: 
die Linie Gc giebt daher diejenige Richtung 
des Körpers, welche während des zweiten 
Zeittheilchens Axe der Rotation ist. Damit c 
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wirklich an die Stelle von G gelangt, dazu muss ersichtlich 

BC — Bc, GBc = — 

n 

sein. Ebenso hat man für den Punkt d der Kugel, der nach dem zwei- 
ten Zeittheilchen — mit D . zusammenfällt und daher im dritten Zeit- 
n 

theilchen — die^ Rotationsaxe repräsentirt 

o 

CD = cd, cd zu Bc = — ' 

n 

Da nun nach dem Früheren AB = BC = CD = • • •, so ist den 

vorstehenden Gleichungen zufolge auch AB = hc = cd = ' » », Jede 

' dieser letzteren Linien macht aber mit der Verlängerung der vorherge- 

o 
henden auch denselben Winkel — ; verbindet man daher auf der Euffel 

alle die Punkte, welche nach 1, 2, 3 u. s. f. Zeittheilchen — die Rolle 

n 

der Drehungsaxe übernehmen, so erhält man ein regelmässiges Polygon 

• ■ fi 

und zwar von 360 — Seiten, da alle äusseren Winkel desselben zusam- 
o 

men 360^ betragen müssen. Da wir jedoch, um zu vollkommen genauen 

Resultaten zu gelangen, n unendlich gross zu setzen haben, so erhalten 

wir ein Polygon von unendlich vielen Seiten, d. h. einen Kreis. Dieser 

Kreis wird natürlich durch die Polygonseite AB tangirt und liegt daher 

symmetrisch sowohl mit Bezug auf die Linie J.^ als auch mit Bezug auf 

die zu dieser Linie im Tangirungspunkte senkrechte Ebene. Ist daher 

auf der Kugel 8 der Pol des Kreises, d. h. ist 08 senkrecht zur Ebene 

des Kreises, so muBs die Ebene A08 senkrecht zur Ebene AOQ und 

daher der Bogen SQ = 90^ sein. 

In diesem Kreise schneiden also diejenigen Richtungen des Körpers 

die Kugel, die nach und nach Axen der Drehung werden, und zwar wird 

während jeder Rotation der ganze Kreis von der Drehungsaxe durch- 

laufen. Denn da das Polygon 360— Seiten hat, so sind ebenso viele 

Zeittheilchen — nothwendig, damit jeder Punkt des Polygons an die 
fi 

Stelle der Drehungsaxe gelangt, in diesem Zeit vollendet aber der Körper 

n 1 
gerade eine Revolution, denn es ist 360 o = 360^. Die Gleich- 
em 7j 

heit der Bogen BG = Bc; GD = cd lehrt aber, dass wirklich im Ein- 
klänge mit dem im §. 51 Gesagten die Aenderung der Rotationsaxe im 

Räume und im Körper mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit — vor 



sich geht. 
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Um noch schliesslich den Halbmesser r des Kreises zu finden, be- 
st! inmen wir zuerst seinen Umfang, d. h. wir mnltipliciren die Anzahl 

der Seiten des Polygons mit ihrer Länge gleich AB =^ —7: AOB . AO 

= 7-—. — AO, Dies ffiebt für den Umfanff des Kreises 2^—5 -4 und 
180 no ^ ® o* . 

daher für seinen Halbmesser den Werth 

Ist die Wirkung der Kraft P unbeträchtlich, d. h. ist a klein gegen 
CD, so sind auch 8 und r kleine Grössen , jedoch ist r wegen des ca^ im 
Nenner von einer geringeren Ordnung der Kleinheit als 8. Es wird daher 
bei einem gewissen Verhältnisse von a und co zwar für f, nicht aber für 
d gestattet sein, den Werth Null zu setzen. Das Verschwinden von r 
bedeutet ofi^enbar, dass immer dieselbe Linie des Körpers Rotationsaxe 
bleibt. 

Aus dem Vorhergehenden geht auch hervor , dass die Rotations- 
geschwindigkeit (0 um OA nicht geändert wird, so lange nur die Dre- 
hungsaxe der Kraft P senkrecht zur Axe OA ist, sei es, dass sie dabei 
immer in derselben Ebene bleibt oder nicht. 

Zusammensetzung von Drehungen um im Baume veränder- §. 54. 
liolie Axen; zweiter specieller Fall. Auf einen freien starren Kör- 
per, der um eine Axe OA mit der constanten Winkelgeschwindigkeit o 
rotirt, wirke eine constante Kraft -P, die ihn mit der Winkel- Acceleration a 
um eine Axe OQ zu drehen strebt, wobei diese Axe 0^ in der belie- 
bigen Ebene E immer senkrecht sein soll zur Rotationsaxe OA. 

Während des sehr kleinen Zeittheilchens t, welches seit der Wir- 
kung der Kraft P verflossen ist, fallt das gegenwärtige Problem mit dem 
vorhergehenden zusammen: die Rotation wird während desselben mit 
der ungeänderten Geschwindigkeit o um eine Linie OB stattfinden in 

der Ebene AOQ, so zwar, dass AOB = -^t. Diese Rotation setzt sich 

CO 

im nächsten Zeittheilchen t mit einer Rotation um 0(^ zusammen, wo 
OQ^ in der gegebenen Ebene E liegt und mit der Linie OB einen rech- 
ten Winkel bildet: während dieses Zeittheilchens findet also die Rotation 

ff ^ 

um 0^" statt, wo Off' in der Ebene Q' OB! liegt und B' OB!* = - r ist. 

Diese Betrachtungen, welche sich auf gleiche Weise beliebig lang fort- 
setzen lassen, lehren, dass die Rotationsaxe wie früher sich mit gleichförmi- 
ger Geschwindigkeit bewegt und in der Zeiteinheit den Winkel — beschreibt, 

CO 

dessen Fläche jedoch nicht eben ist. Um daher die Bewegung der Axe 
vollständig kennen zu lernen, seien A, B, Q, , . . N Punkte auf einer 
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um beschriebenen Kugel , wobei N senkrecht sein soll zur Ebene jEL 

Die Punkte A, B, Bl liegen alsdann auf 
^^' einem Kreise, dessen Ebene parallel -E ist 

und dessen Mittelpunkt in die Linie ON 
fallt. Dieser Mittelpunkt ist daher der 
Fusspunkt JP einer von A auf ON gefäll- 
ten Normale. Um dies zu beweisen, bemer- 
ken wir, dass (^ senkrecht ist zu OA und 
0^ und daher auch zur 'Ebene AON; 
femer kann das kleine Stück AB des 
Kreises ABQ als gerade und als senk- 
recht auf dem zugehörigen Radius OA be- 
trachtet werden. Es ist somit -4^ || OQ 

und daher auch AB senkrecht zur Ebene ulO^ und zur Linie AF. Aus 

dem rechtwinkligen Dreiecke AFB erhalten wir aber BF=yAF^-\-AB\ 

cc 

in welchem Ausdrucke die zweite Potenz von AB = AO — r gegen -4^ 

(0 

verschwindet, da derselbe nur für ein unendlich kleines r strenge richtig 
ist: dann haben wir BF = AF. Auf gleiche Weise finden wir B' F 
= BF n, s. £. Sollen nun die Punkte u4, B, B\ , . gleich weit von 
F abstehen und zugleich der Kugeloberfläche angehören , so können sie 
nur auf einem Kreise liegen, dessen Mittelpunkt F ist und dessen Ebene 
senkrecht steht auf ON. Setzen wir die Neigung der Linie A zur 

AF a 

Ebene E gleich QP, so ist AF= AO. cos q> und daher AB = r, 

® • ^ COStpfO 

also schliesslich 

AFB = " r. 
Gicosq) 

Wir können somit sagen, in Folge der Wirkung der Kraft P 

wird weder die Winkelgeschwindigkeit noch die Neigung der Rotations- 

axe zur Ebene F geändert, sondern die Rotation saxe dreht sich um die 

Normale dieser Ebene mit der constanten Winkelgeschwindigkeit • 

° '^ G) cosq) 

Durch den letzten Satz ist die Lage der Rotationsaxe im Räume 
vollkommen bestimmt, was ihre Lage im Körper betrifft, so unterschei- 
det sich der gegenwärtige Fall nicht von dem vorhergehenden, und die 
Linien des Körpers, welche während einer Umdrehung nach und nach 
Rotationsaxe werden, bilden, die Mantelfläche eines kleinen Kegels, für 

dessen Oeffiiung man hat tang -— = — • Dieser kleine Kegel rollt 

seine Mantelfläche während einer Umdrehung auf einen Theil des Krei- 
ses ABB' ab; jede Linie der Maritelfläche beschreibt daher eine wellen- 
förmige Fläche und da, wo sie den Kreis ABB' trifft, spielt sie die Rolle 
der Drehungsaxe. Hierdurch ist aber die Bewegung des Körpers selbst 
vollkommen bestimmt. 
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Bei den in §. 50 angegebenen Apparaten von Bohnenberger und §. 55. 
Fessel kann zwar der rotirende Körper sich nicht um beliebige seiner 
Linien drehen, doch kann wenigstens die Rotationsaxe jede beliebige 
Richtung im Räume eiiuiehmen. Bringt man es nun durch passend an- 
gebrachte Uebergewichte dahin, dass nicht der Schwerpunkt, sondern ein 
anderer Punkt der Rotationsaxe mit dem festen Punkte zusammenfällt, 
so wirkt auf den rotirenden Körper auch noch die Schwere, welche ihn 
um eine stets horizontale, zur Rotationsaxe senkrechte Linie zu drehen 
strebt. Hat man nun den Körper auf bekannte Weise mittelst einer ab- 
gewickelten Schnur in schnelle Rotation versetzt, so dreht sich die Axe 
mit constanter Neigung gegen die Verticale langsam im Räume herum. 
Es entspricht dies dem Falle, wo im Vorhergehenden co sehr gross gegen 
« ist und 6 daher gleich Null gesetzt werden kann. 

Nur wenn die Rotation schon sehr langsam wird, oder das Ueber- 
gewicht sehr gross ist, beginnt die Rotationsaxe in den erwähnten Ap- 
paraten eine wellenförmige Fläche zu beschreiben. 

Man braucht zu diesen Versuchen übrigens nur einen Kreisel, des- 
sen Axe in einem Ringe läuft, oder noch einfacher einen Kreisel, dessen 
schwere Scheibe sich auf der durchgehenden Axe für sich allein dreht. 
Diesen Ring oder diese Axe setzt man auf eine feste Spitze schief so auf, 
dass zu der Rotation des Kreisels noch die Wirkung der Schwere hinzu- 
tritt. Statt des Stiftes kann man den Kreisel auch mittelst einer Schlinge 
aufhängen. 

Lässt man einen Körper mit seinem Schwerpunkte auf einer festen 
Unterlage aufsitzen, so kann derselbe innerhalb gewisser Grenzen um 
beliebige seiner Richtungen rotiren. Ein derartiger von Maxwell*) 
angegebener Apparat besteht aus einem Kreisel, dessen Scheibe glocken- 
förmig nach abwärts gebogen ist, damit der Schwerpunkt gerade in den 
ünterstützungspunkt des Kreisels falle. Am oberen Ende trägt die Axe 
des Kreisels noch eine kleine Scheibe, deren Sectoren verschieden gefärbt 
sind und auf der einige concentrische Kreise gezeichnet sind. Hier- 
durch ist es möglich, immer den Punkt auf der Scheibe anzugeben, um 
welchen sich der Kreisel gerade dreht, und man kann daher mit diesem 
Apparate das Fortschreiten der Drehungsaxe im Räume und im Körper 
beobachten. 



X. Von den Maschinen. 



Mit dem Namen Maschine belegt man jede Vorrichtung, welche §. 56. 
dazu dient, eine Kraft auf einen Punkt wirken zu lassen, der nicht in 
ihrer Richtung liegt. Hierbei nennt man den Widerstand dieses Punktes 



*) Siehe: Fortschritte der Physik im Jahre 1856. Berlin 1859. S. 134. 

Lang, theoretische Physilc. 5 
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oder die Kraft, mit der er der Bewegung entgegenwirkt, die Last, wäh- 
rend die Kraft, welche diesen Widerstand überwältigen soll, vorzugsweise 
Kraft genannt wird. Aufgabe der praktischen Mechanik ist es aber, 
für jede Maschine anzugeben, wie gross die Kraft sein muss , die einer 
gegebenen Last das Gleichgewicht hält. Findet mau hierbei, dass die 
zum Gleichgewichte nöthige Kraft kleiner ausfallt als die Last, so kann 
man eine solche Maschine auch dazu benutzen, um mit einer bestimmten 
Kraft ihr überlegene Lasten zu bewegen, denn besteht zwischen Kraft 
und Last einmal Gleichgewicht, so muss die geringste Vermehrung der 
Kraft Bewegung verursachen. Freilich gilt dies in der Praxis wegen 
der Reibung und anderer Bewegungshindernisse nur bis äu einem gewis- 
sen Punkte. 

Der erwähnte Fall tritt vorzüglich bei den sogenannten einfachen 
Maschinen ein. Dies sind solnhe Maschinen, wo man bei Beurtheilung 
des Gleichgewichtes zwischen Kraft und Last nur einen einzigen festen 
Punkt oder einen einzigen starren Körper in Betracht zu ziehen hat und 
wo daher die Sätze der §§. 5 bis 28 zur Beurtheilung des Gleichgewichtes 
hinreichen. So giebt die Kniepresse ein Beispiel des Gleichgewichtes 
eines freien Punktes, die schiefe Ebene und die Schraube aber sind 
Beispiele des Gleichgewichtes von Punkten, die auf einer festen Oberfläche 
zu bleiben gezwungen sind. Der Hebel, das Wellrad, die fefirte 
Rolle sind starre Körper mit einer festen Axe, die bewegliche Rolle 
dagegen liefert ein Beispiel der Zusammensetzung von Kräften, die auf 
ein freies starres System wirken. Denken wir uns nämlich um ;eine frei€ 
Rolle einen Faden geschlungen und an den beiden Enden desselben in 
paralleler Richtung die gleichen Kräfte P wirkend, so können wir uns 
dieselben auch an die Punkte verlegen, wo der Faden die Rolle verlässt, 
und dann zu einer Kraft 2 F zusammensetzen , die offenbar im Mittel- 
punkte der Rolle angreift. Man wird daher mittelst der Kluppe eine 
Last gleich 2 P im Mittelpunkte der Rolle in entgegengesetzter Richtung 
zur Herstellung des Gleichgewichtes anzubringen haben. Dieses wird 
aber nicht gestört, wenn das eine Ende des Fadens festgemacht wird; 
hierdurch wird nun die eine Kraft P vollkommen überflüssig und die 
andere Bjraft P hält somit allein einer Last gleich 2 P das Gleich- 
gewicht. 

Dadurch, dass mittelst einer Maschine eine Kraft P eine ihr über- 
legene Last Q bewegen kann, leistet aber die Kraft P nicht mehr Arbeit ' 
als in dem Falle, wo sie direct angreift. Sind nämlich die elementaren 
Arbeiten von P und Q etwa P,8p und — Q^dq, letztere, da Q in ent- 
gegengesetzter Richtung wirkt, negativ genommen, so muss für den Fall 
des Gleichgewichtes nach §.29 sein 

i>.5p= Q.8q, 
und es ist somit in jedem Momente, folglich Such in beliebigen Zeit- 
räumen, die mit der Maschine geleistete Arbeit Q.^q gleich der direct 
von P ausgeführten Arbeit P . 8p, Die letzte Gleichung kann auch 
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P:Q = dq:Sp 
^geschrieben werden und lehrt dann, dass je grösser die Ersparniss an 
„ Kraft ist, ein desto kleinerer Weg Öq vom AngrifiFspunkt der Last 
, zurückgelegt wird. Was man also bei einer Maschine an Kraft erspart, 
y verliert man an Zeit. 

Literatur. S. D. Poisson, Traite de Mecaniqae, 2. ed. Paris 1833. — 
- Duhamel, Lehrbach der analytischen Mechanik, deutsch yon O. Schlömilch. 
:: Leipzig 1858. — Poinsot, Theorie noavelle de la rotation des corps, Liou- 
^ ville, Journal de mathematiques, 1851. Deutsch von Schellbach: Neue Theorie 
i der Drehung der Körper von Poinsot, Berlin 1851. 
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SCHWERE. 



I. Die Schwere an demselben Orte der Erde. 

§. 57. Wir sehen, dass auf der Oberfläche der Erde jeder Körper unter 

dem Einflüsse einer Kraft steht, welche strebt, den Körper der Erde zu 
nähern. Man nennt dißse anziehende Kraft der Erde die Schwere. 
Da auch die Theile eines auseinander gebrochenen Körpers noch dasselbe 
Bestreben zeigen, so muss die Schwere auf jedes einzelne Theilchen eines 
Körpers wirken. Ueberlassen wir einen beliebigen starren Körper dem 
Einflüsse der Schwere und räumen alle Bewegungshindernisse (Luft) hin- 
weg, so nimmt derselbe eine progressive geradlinige ^Bewegung an in 
einer Richtung, die man die Verticale nennt und die nahezu durch den 
Mittelpunkt der Erde geht. Die Anziehungen der Erde auf die einzel- 
nen Theilchen eines Körpers müssen daher eine Resultante geben, die 
im Massenmittelpunkte desselben angreift : und dies ist der Grund, warum 
letzterer Punkt auch Schwerpunkt genannt wird. Die Grösse der Re- 
sultante nennt man das Gewicht des Körpers, und da dieselbe im Schwer- 
punkte angreift, so ist klar, dass ein Körper in jeder Lage in Ruhe blei- 
ben wird, sobald nur sein Schwerpunkt fest gemacht ist , der Körper be- 
findet sich dann, wie man sagt, im indifferenten Gleichgewichte. 
Handelt es sich darum, den Körper in einer bestimmten Lage in Ruhe 
zu erhalten, so genügt es, einen Punkt Ä in der Directionslinie des 
Schwerpunktes, d. h. in der Verticalen, die durch den Schwerpunkt geht, 
fest zu machen, weil ja ein solcher Punktan der Richtung der Resultante 
aller Schwerkräfte liegt. Liegt jedoch der Punkt Ä unterhalb des Schwer- 
punktes, so ist der Körper nur im labilen Gleichgewichte, der ge- 
ringste Stoss wird genügen, dass er seine Ruhelage yerlässt und die 
Stellung einnimmt, in welcher der Punkt Ä in der Directionslinie des 
Schwerpunktes oberhalb demselben liegt. Im letzteren Falle ist der 
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Körper im stabilen Gleichgewichte, d. h. der Körper wird, wenn er 
durch Drehung a\is seiner Ruhelage gebracht wurde, immer in dieselbe 
zurückzukehren streben. Soll ein Körper durch zwei feste Punkte A, B 
im Gleichgewichte erhalten werden, so muss die Lage dieser Punkte 
offenbar eine solche sein, dass sich das ganze Gewicht in zwei parallele 
Componenten zerlegen lässt, die in A und B angreifen. Aehnliches muss 
auch stattfinden, wenn ein starrer Körper an drei oder mehr Punkten 
unterstützt oder aufgehängt im Gleichgewichte bleiben soll. "Macht man 
dagegen drei Punkte eines Körpers absolut fest, so bleibt er natürlich 
immer in Ruhe, welche Lage diese Punkte auch haben. 

Setzen wir verschiedene Körper im luftleeren Räume dem Einflüsse 
der Schwere zu gleicher Zeit aus, so nehmen sie genau dieselbe Bewe- 
gung an, es ist daher die Acceleration der durch die Schwere veran- 
lassten progressiven Bewegung an demselben Orte der Erde für alle Kör- 
per nach gleichen Zeiten gleich gross. Wir finden femer, soweit unsere 
Beobachtungsmittel reichen, dass diese Acceleration g nach verschiedenen 
Zeiten immer denselben Werth hat, und schliessen daraus, dass die Schwere 
für denselben Ort der Erde eine con staute Kraft ist, welche verschiedene 
Körper mit einer ihren Massen proportionalen Intensität angreift. Ist 
nämlich M die Masse, 6r das Gewicht eines starren Körpers, so haben 
wir nach §.35 für die Acceleration g der betrachteten progressiven Be- 
wegung 

<^ 
^ = M^ ^) 

aus welcher Gleichung sich die angegebenen Folgerungen ergeben, sobald 
g für alle Körper und zu allen Zeiten constant ist. 

Das Gewicht eines Körpers ist also proportional seiner Masse, un- 
abhängig aber von allen übrigen Eigenschaften, namentlich unabhängig 
von seiner chemischen Zusammensetzung. Da die Gleichung 1) selbst 
für die kleinsten Theilchen eines starren Körpers gelten muss, können 
wir sie auch in Uebereinstimmung mit der Erfahrung auf die kleinsten 
Theilchen von Flüssigkeiten und Gasen verwenden; gilt si6 aber für die 
kleinsten Theilchen , dann ergiebt sich durch Summation solcher Theil- 
chen, dass Gleichung 1) auch für beliebige Quantitäten gelten muss. Bei 
Flüssigkeiten und Gasen können wir natürlich nur von einem Schwer- 
punkte sprechen, insofern sie in einem Gefässe eingeschlossen sind. 

Zur Richtigkeit der Gleichung 1) ist jedoch, wie aus §.35 Hervor- 
geht, noch nöthig, dass die für Masse , Kraft , Zeit und Geschwindigkeit 
gewählten Einheiten zusammengehörige Werthe seien. Ueberlassen wir 
einen Körper, der ein Gramm wiegt, dem Einflüsse der Schwere, so wird 
derselbe nach einer Secunde, wie alle Körper, die Geschwindigkeit 
g = 9,80896 Meter erlangt haben. Die Schwere wirkt hierbei auf den 
Körper mit der Intensität von einem Gramm, soll daher der Kprper nach 
einer Secunde bloss die Geschwindigkeit von einem Meter erlangen, so 
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muss die auf ihn wirkende constante Kraft auch nur gleich — Gramm 

sein. Wählen wir also die Masse irgend eines Körpers, der 1 Gramm 
wiegt, das ist auch die Masse von 1 Cubikcentimeter Wasser bei seiner 
grössten Dichte (4^0.) zur Masseneinheit, ferner die Secunde, den Meter 

und — Gramm zu Einheiten für Zeit, Geschwindigkeit und Kraft, so 

9 . 
haben wir wirklich zusammengehörige Werthe als Einheiten gewählt. 

Die angegebenen Einheiten werden hauptsächlich bei Messungen 
magnetischer und elektrischer Kräfte angewendet, bei rein mechanischen 
Problemen dagegen ist es hergebracht, als Krafteinheit das Kilogramm 
zu wählen; dann hat man als Masseneinheit die Masse eines Körpers, der 
g Kilogramm wiegt (d. i. die Masse von g Cubikdecimeter oder g Liter 
Wasser), zu setzen, damit der Masseneinheit in einer Secunde durch die 
Krafteinheit wirklich die Geschwindigkeit von einem Meter ertheilt 
werde. 

Gleiche Volumtheile eines homogenen Körpers enthalten' gleiche 
Masse und sind daher auch gleich schwer, das Verhältniss des Gewichtes 
zum Volumen ist somit für einen solchen Körper constant und heisst 
sein specifisches Gewicht. Bei nicht homogenen Körpern kann man 
natürlich ebenso wie in BetrefiF ihrer Dichte nur von einem mittleren 
speeifischen Gewichte, oder von dem specifischen Gewichte in einem 
bestimmten^ Punkte reden. Bedeuten ff, F, 8 Gewicht, Volumen und 
specifisches Gewicht eines Körpers, so hat man also 

s = | ■■■■^) 

und für ein gleiches Volumen Wasser die entsprechende Gleichung 

(V C 

ff = -:=:j somit auch iS = 7^7 iS'. Benutzt man die früher angegebenen 

Einheiten für Volumen und Gewicht, so wird ff = 1, da 1 Gramm ge- 
rade das Gewicht von 1 Cubikcentimeter Wasser ist. 
Man hat in diesem Falle 

«=i----- •" 

und das specifische Gewicht eines Körpers giebt alsdann an, um wieviel 
ein bestimmtes Volumen desselben schwerer ist als ein gleiches Volumen 
Wasser. Man nennt für den Fall, dass iS' = 1 wird, S mitunter auch 
das relative specifische Gewicht, dasselbe giebt uns immer die Anzahl 
Gramme, die ein Cubikcentimeter des betreffenden Körpers wiegt. 

Der Gleichung 1) zufolge ist G = Mg, daher auch, wenn man die 
Dichte des betrachteten Körpers mit D bezeichnet, 

G = vng, 8 = Dg 4) 
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Freier Fall und Wurf. Bewegt sich ein freier Punkt in verti- §. 58. 
caler Richtung unter dem alleinigen Einflüsse der Schwere , so ist seine 
progressive Bewegung gegeben durch die Gleichungen 

welche sich auf einen beliebigen Punkt, etwa den Schwerpunkt des Kör- 
pers, beziehen. Die Geschwindigkeit v und der Weg x sind hierbei in 
demselben Sinne wie g^ nämlich vertical abwärts positiv zu nehmen. Die 
Auflösungen der vorstehenden Gleichungen sind aber nach §. 36 

V = gt -\- h\ x = \gP + 5^, 

woraus wir für ^ = 0, v ±=. h erhalten: 5 bedeutet also die Anfangs- . 
geschwindigkeit, die der betrachtete Körper in verticaler Richtung hat, 
dieselbe ist natürlich ebenfalls positiv zu nehmen, wenn sie abwärts ge- 
richtet ist. Da für ^ = auch ä; = wird, so giebt die letzte Glei- 
chung den Weg von dem Punkte aus gerechnet ,♦ wo sich der Körper in 
dem Momente befindet, von dem ab wir die Zeit zählen. 

Für 6 = nennt man die Bewegung des Körpers den freien Fall*), 
und hat dann 



X = \gP, V = gt — V2gx. 

Ist & = + ^1 d. h. ist die Anfangsgeschwindigkeit nach abwärts ge- 
richtet, so muss der Körper entweder schon eine Zeit frei gefallen sein,* 
oder es ist demselben durch andere Kräfte eine abwärts gerichtete Ge- 
schwindigkeit c ertheilt worden, um welche die durch die Schwere her- 
vorgebrachte Geschwindigkeit in Folge der Trägheit vermehrt wird. Letz- 
teres ist der verticale Wurf nach abwärts und für denselben beste- 
hen die Gleichungen 

V = gt + c, a? = \gt'^ + ct. 

Ist endlich b •= — c, so hat man den verticalen Wurf nach 
aufwärts, dem Körper ist durch andere Kräfte eine Anfangsgeschwindig- 
keit c in der Richtung nach aufwärts ertheilt worden. Man hat dann 

V = gt — c, X = IgP — et 

und für kleine Werthe von t wird v und a? negativ ausfallen, d. h. der 
Körper steigt aufwärts. Dies wird er so lange thun, bis t? = gewor- 

den ist, für die dazu nöthige Zeit r hat man also = gz — c, r = — • 

9 

Der während dieser Zeit zurückgelegte Weg | ist aber ^ = lg-- 

r 9 

= — \ — , am Ende dieses Weges kommt der Körper einen Moment zur 
Ruhe, beginnt aber dann herabzufallen und wird, nachdem er den Weg 



"*) Die Fallgesetze wurden von Galiläi entdeckt. 
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-7 l wieder zurückgelegt hat, die Geschwindigkeit v = V^%g == 
2 . 5 —. ^ = c besitzen und daher, die Zeit — = — =t dazu gebraucht 

haben. Wir sehen also, dass wenn der Körper wieder in dem Punkte an- 
langt, von dem er mit der Geschwindigkeit c vertical aufwärts geworfen 
wurde, er dieselbe Geschwindigkeit nach abwärts besitzt; auch hat er in- 
zwischen zum Steigen und zum Fallen gleichviel Zeit gebraucht. 

Horizontaler Wurf. Wurde dem Körper im Punkte zur Zeit 
t = die Geschwindigkeit c in horizontaler Richtung ertheilt, so setzt 
sich die Bewegung desselben aus einer Bewegung längs der Verticalen 
OX in Folge der Schwere und aus einer Bewegung längs einer zur Ver- 
ticalen senkrechten Linie T in Folge der Trägheit zusammen. Bezeich- 
nen wir den längs dieser horizontalen Linie zurückgelegten Weg mit y, 
so ist 

X = \gt, y = et 

und der Körper befindet sich zur Zeit t in dem gegenüberliegenden Eck 
des über x und y errichteten Rechteckes. Aus den zwei letzten Gleichun- 

y 

y^ = X, 

9 

Da uns diese Gleichung für beliebige Werthe von x die zugehörigen Wer- 
the von y giebt, so können wir uns mittelst derselben beliebig viele 
Punkte bestimmen, welche der Körper bei seiner Bewegung passirt, diese 
Gleichung ist also die Gleichung der von dem Körper bei seiner Bewe- 
gung beschriebenen Curve, und zwar ist dies der eine Ast einer Parabel. 
Für jedes x erhält man nämlich einen positiven und einen gleichen ne- 
gativen Werth von y, letzterer hat zwar in diesem Falle keine physika- 
lische Bedeutung, es ergiebt sich aber daraus, dass die Symmetrieaxe der 
durch die letzte Gleichung gegebenen Parabel vertical ist. 

Schiefer Wurf. Wir betrachten zuletzt noch den Fall, wo dem 
Körper im Punkte zur Zeit t = die Geschwindigkeit C ertheilt 
wurde in einer Richtung OT, welche mit der Horizontalebene den Ele- 
vationswinkel a bildet. Ist wie früher die Axe OX vertical, die Axe 
Y aber die Projection der Richtung T auf die Horizontalebene , so 
zerfällt die Geschwindigkeit c in die beiden Componenten — csina und 
ccosa und man hat für die Geschwindigkeiten und für die Wege auf den 
Axen X und T die Gleichungen : 

Vg; == gt — csina, x = \gP — csina . f, 
Vy =:r ccosa , t, x.= ccosa . t, 

aus welchen man durch Elimination von t wieder die Gleichung der von 
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dem Körper beschriebenen Bahn finden kann. Bevor wir dies thun, wol- 
len wir jedoch die Wege vom höchsten Punkte N zählen, den der Körper 
erreicht. Es handelt sich daher zuerst, die Coordinaten |, i^ des Punktes 
N zu finden. Der Körper wird natürlich so lange steigen, bis die Ge- 
schwindigkeit nach aufwärts (v^) Null geworden ist. Dies giebt für die 
dazu nöfchige Zeit r die Gleichung 

/» 
= ar — csina, z = —sina: 

9 

während dieser Zeit werden aber die Wege 

^9 9 ^9 

w = — stn a cos a 
9 

zurückgelegt, wodurch die Lage des Punktes ^bestimmt ist. Nennen 

wir nan die von ON vertical abwärts und horizontal gezählten Wege X 

und Y, so haben wir 

c^ 
X =z X — I = \gP — c . sina . t + | — sma^ 

T == y — w = c . cosa . t sina . cosa, 

9 

Diese Gleichungen lassen sich auch in folgender Form schreiben 

= f2 — 2 — sina . t H — -sma^ 

9 9 9^ 



c . 
z=: t sma 



und zeigen, dass 



cosa g 



/ Y Y _ 2X 

\c . cosaj g 



und die Gleichung der Bahn des bewegten Körpers 

^^ _2cHosa^^ 
9 
ist. Es ist dies wieder die Gleichung einer Parabel, deren Axe im Punkte 
N vertical steht und die ihre concave Seite der Erde zuwendet. Da die 
beiden Aeste der Parabel dieselbe Gestalt haben, so muss die Entfernung 
des Punktes 0', in welchen der Körper, nachdem er N passirt hat, wie- 
der die Linie Y schneidet, gleich 2 rj sein. Man nennt diese Entfer- 
nung die Wurfweite und hat für dieselbe 

2 w = —sm2a 
9 

aus welcher Gleichung hervorgeht, dass die Wurfweite für complementllre 

Elevationswinkel («,90 — «) gleichgross ist. Ihren grössten Werth 
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eiTeicht sie für sin 2 a = 1, d. h. für a = 45^. Es Hesse sich mit Hülfe 
der Gleichung y = c . cosa . t auch leicht einsehen, dass der Körper 
gleichviel Zeit braucht, um von nach i\^ und von N nach 0' zu ge- 
langen. 

§.59. Atwood's Fallmarschine. Um ein leicht bewegliches Rad mit 

horizontaler Axe ist ein Faden geschlungen, der an seinen Enden zwei 
gleiche Gewichte Q, Q' trägt. Das Rad geräth erst in Bewegung, wenn 
man noch auf der einen Seite ein Ueberge wicht ^ zulegt. Die Gewichte 
Qi 0^1 ^ sowie das Gewicht / des Fadens kann man sich in den Punkten 
des Rades angreifend denken, in welchen der Faden dasselbe verlässt. 
Man hat dann einen einzigen starren Körper, der unter dem Einflüsse 
der Kräfte js sich um eine feste Axe dreht, für dessen Winkelacceleratioa 
man nach §.45 

,. z/co /sJt 



9 



erhält, wenn B der Radius des Rades, T aber sein Trägheitsmoment mit 
Bezug auf seine Axe ist. Die Geschwindigkeit v des Zulagegewichtes 
und die Geschwindigkeit, die ein Putikt an der Peripherie des Rades hat, 
sind gleich gross, da sich ja ein solcher Punkt mit dem Faden gleichzei- 
tig bewegt. Es ist somit v =z cdB und daher 

'"^ Jt — Tg + (2(2 + ^+/)J2- 

Ist das Rad eine homogene Scheibe von dem Gewichte iS, so hat man 
nach §.48 

S 






und daher 



,. ^v zg , 



Da y constant ist, so wird, wie die letzte Gleichung lehrt, die Be- 
wegung des Zülagegewichtes, wie beim freien Fall, eine gleichförmig be- 
schleunigte sein, nur ist die Acceleration y kleiner als q in dem Verhält- 
nisse von z zii\S -\- 2Q -\- z -\- f. Dieser Apparat kann also dazu 
dienen, die Richtigkeit der Formeln x = \gt^ und v = gt zu prüfen. 
Man könnte auch die Acceleration der Schwere damit bestimmen, da 

ist; der Nachtheil dieser Methode ist jedoch der, dass man durch Beob- 
achtung des kleinen y das grosse g bestimmt, daher kleine Beobachtungs- 
fehler in y den Werth von g schon beträchtlich alteriren. 
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Fall auf einer schiefen Ebene. Wir betrachten uuii die Bewe- §. 60. 
guDg eines Körpers ariif einer schiefen Ebene, wir nehmen jedoch an, dass 
diese Bewegung ohne Reibung vor sich geht, in welchem Falle sie dann 
immer eine progressive sein muss. Ersetzen wir nämlich die schiefe Ebene 
durch eine zu ihr senkrechte Kraft K im Schwerpunkte 8 des gegebenen 
Körpers, so können wir letzteren Punkt nach §.14 als völlig frei be- 
trachten. Die Kraft K muss aber gleich und entgegengesetzt sein dem- 
jenigen Antheile der äusseren Kräfte, der senkrecht auf der schiefen 
Ebene ist. Die äusseren Kräfte reduciren sich im gegenwärtigen Falle 
auf das Gewicht Mg des Körpers, und dieses giebt senkrecht zur schiefen 
Ebene die Componente Mgcoscc, welche durch die Kraft K aufgehoben 
wird. Auf die Bewegung des Punktes 8 hat daher nur der übrigblei- 
bende Antheil Mg sin a des Gewichtes einen Einfluss ; die Richtung der 
letzteren Componente ist aber parallel der Schnittlinie OT der schiefen 
Ebene mit einer zu ihr senkrechten Verticalebene. Der Punkt 8 muss 
sich somit in der Richtung T bewegen und es wird dem Ausdrucke der 
Kraft bei der geradlinige^ Bewegung zufolge 

gstna = hm-:r-- = hm — 7— 

sein , wenn v und s Geschwindigkeit und Weg zur Zeit t bedeuten. Die 
Auflösungen dieser Doppeiglei churg sind 

V = gsina . t -\- ft, s = lg sina , t^ -\- ht 

da gsina constant ist; h bedeutet natürlich die Geschwindigkeit, wel- 
che der Punkt 8 zur Zeit ^ r= längs der Linie T nach auf- oder ab- 
wärts besitzt. Den letzten Werthen zufolge ist 

V = V^gsina , s -\- "b^ =■ V2gx + b'^ 

in welcher Gleichung x=s sina = s cos (90<^ — a) die Projection des parallel 
der schiefen Ebene zurückgelegten Weges s auf dieVerticale vorstellt. Wir 
sehen hieraus, dass die Geschwindigkeit des Punktes s auf der schiefen 
Ebene genau so gross ist, als ob der Körper den entsprechenden Weg x auf 
der Verticalen mit einer Anfangsgeschwindigkeit h zurückgelegt hätte. 
Die Geschwindigkeit ist also beim Falle über verschieden geneigte Ebenen 
dieselbe, sobald bei gleicher Anfangsgeschwindigkeit die längs der Ver- 
ticalen gemessenen Wege gleich sind. 

Fall auf einer stetigen verticalen Curve. Ein kleines Stück z/s §.61. 
einer solchen Curve können wir als gerade betrachten und haben dann, 
wenn der fallende Körper sich in z/s befindet, genau den vorhergehenden 
Fall, also 

gsina = lim —rr 1) 

nur ist jetzt sin a nicht constant und daher durch die Elemente der Curve^ 
auszudrücken. Setzen wir aber die Projection von z^s auf die verticale 
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X-Axe = dx^ so haben wir z/a; = ds . sina^ welche Gleichung um 
so richtiger ist, je tleiner ds und ^x sind. Es ist somit 

g z=z hm --r- . hm—j-, 
/3i /3X 

Da es offenbar gleichgültig ist, ob man zuerst die Grenz werthe der ein- 
zelnen Factoren oder zuletzt den Grenzwerth des ganzen Productes be- 
stimmt, so hat man femer 

_. z/i) z^s ,. z/t; 

z/s . 
indem durch den Quotienten —r- die Geschwindigkeit v in der Bahn ge- 
messen wird. Nun ist aber mit Vernachlässigung eines Gliedes (z/«;)-, 
welches von der zweiten Ordnung der Kleinheit ist, 
^v ^v = (t; -|- z/tj)2 — t;2^ 

wo der rechte Theil dieser Gleichung nichts anderes ist als eine kleine 
Aenderung von v'^ und daher mit z/t;^ bezeichnet werden muss. Somit 
haben wir 

2g=Urn^^ 

^ eilie Gleichung, deren Auflösung uns schon hinreichend bekannt ist. Es 
muss nämlich sein 

t;2 = 2gx + B. 

Nennen wir die Geschwindigkeit für ^ = 0, wo auch a; = ist, etwa 6, 
so giebt die letzte Gleichung y^ •=• B und es wird 

V — y^gx + 62 2) 

Die Geschwindigkeit ist also auch in diesem allgemeineren Falle dieselbe, 
als ob der Körper mit derselben Anfangsgeschwindigkeit die Projection 
seines Weges auf die Verticale zurückgelegt hätte. Dieser Satz gilt aber 
nur so lange, als die betrachtete Curve stetig ist, denn nur dann geht 
nie beim Uebergange von einer Richtung zur nächsten etwas an Ge- 
schwindigkeit verloren. 

Von Interesse ist der Fall, wo der tiefste Punkt A der Curve nicht 
zugleich der Endpunkt derselben ist. Nehmen wir an, der Körper würde 
im Punkte B der Curve losgelassen und die Höhe dieses Punktes über 
eine gewisse Horizontalebene sei Ä Ist dann B ein tieferer Punkt der 
Curve in der Höhe \ so ist die Geschwindigkeit des Körpers, wenn er 
unter dem Einflüsse der Schwere in D anlangt 

V = V2g(H—h) . 3) 

aus welcher Gleichung man ersieht, dass die Geschwindigkeit im tiefsten 
Punkte Ä am grössten ist. Der Körper bleibt daher auch nicht in Ruhe, 
sondern steigt auf der Fortsetzung der Curve so lange, bis die Geschwin- 
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digkeit in seiner Bahn Null geworden sein wird. Er wird also bis zu 
einem Punkte 'S steigen, für welchen h "= B. ist, d. h. welcher eben so 
hoch liegt, als JB. Im Punkte B^ beginnt der Körper sich w'ieder ab- 
wärts zu bewegen, geht durch A durch und steigt bis zum Punkte B 
u. s. f. Wäre also keine Reibung vorhanden, so müsste der Körper sich 
unaufhörlich zwischen den Punkten B und JB' hin und her bewegen; die 
unausweichliche Reibung bewirkt jedoch, dass der Körper mehr oder we- 
niger schnell in einer Vertiefung der Curve, nicht gerade in J., zur Ruhe 
kommt. 



Einfaches Pendel. Wir wollen jetzt den speciellen Fall näher §. 62. 
untersuchen, wo die Punkte B^ D, A^ B' auf einem Kreise liegen, dessen 
Ebene natürlich vertical steht. Auch soll das Bewegliche nur aus einem 
einzigen Punkte mit der Masse m bestehen.^ Die Bewegung dieses Punk- 
tes wird dann nicht geändert, wenn wir denselben mit dem Mittelpunkte 

der Kreisbahn durch eine starre 
^^* ' schwerlose Linie verbinden, die sich 

in um eine zur Kreisebene senk- 
rechte Axe ohne Reibung dreht. Wir 
können uns dann auch noch die feste 
Curve weggenommen denken, ohne 
dass die Bewegung des Punktes tw, 
der ja noch immer auf dem Kreise 
BBAB' bleiben muss, gestört würde; 
dann aber haben wir das, was man 
ein einfaches Pendel nennt. Der 
Halbmesser l des Kreises heisst die 
Pendellänge. 
Die Geschwindigkeit v nun, welche das Pendel oder der Punkt m in 
dem beliebigen Punkte D zwischen B und A hat, ergiebt sich aus der 
letzten Gleichung 3). Sind nämlich E und F die Fusspunkte der von B 
und D auf die Verticale A gefällten Senkrechten , und ist der Winkel 
A OB = 5,-4 OB = «, so hat man 




V = V2g . EF = V2g(AE—AF) = V 2 gl (cos ö — cos s) . 4) 

indem man das positive Vorzeichen der Quadratwurzel etwa für die Be- 
wegung von B' nach JB, das negative aber für die Bewegung von B 
nach B^ gelten läs^t. In derselben Richtung zählen wir dann auch den 
Bogen AD und den zugehörigen Winkel d als positiv. Da diö Tangente 
an den Kreis im Punkte D den Winkel d mit der Horizontalebene bildet, 
so hat man entsprechend dem allgemeinen Falle die Gleichung 

7m—— =r — gsinS 5)' 

in welcher das negative Vorzeichen darum gesetzt werden muss, weil. 
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wenn die Schwere den positiven Bogen AI) verkleinert und daher nega- 
tiv zu nehmen ist, die Geschwindigkeit nach dem Vorhergehenden als 
positiv betrachtet wird. 

Es handelt sich jetzt noch, den Weg des Punktes m als Function der 
Zeit zu bestimmen, d. h. die Grösse des Bogens AD anzugeben, um wel- 
chen das Pendel zur Zeit t von seiner Ruhelage entfernt ist, t wollen wir 
hierbei von einem Momente zählen, in welchem das Pendel gerade die 
Ruhelage OA passirt. Wir wollen jedoch diese Aufgabe nur näherungs- 
weise lösen, indem wir für den Winkel 6 und für alle kleineren Winkel 
statt des Sinus das Yerhältniss des Bogens zum Halbmesser setzen. Der 
Fehler, den wir hierbei begehen, ist für sehr kleine Werthe des Winkels 
f, welchen man die Elongation der Pendelschwingung nennt, ver- 
schwindend klein. Wir haben also bei dieser Näherung zu setzen : 
AD. 
l 



sin d = 



cosi 



COSE = 1 



im' 



wenn l die Pendellänge, d. h. der Halbmesser des Kreises BAB' ist. 
Die Gleichungen werden nun 

Um^=-i-AD . 6) 



m 



v=y^{AB^'-AD^) 7) 

Wie die erste dieser Gleichungen lehrt, läuft die eingeführte Nähe- 
rung darauf hinaus, dass wir annehmen, die auf den Punkt m im Sinne 
der Bahn wirkende Kraft sei proportional dem zurückgelegten Wege; die 
zweite Gleichung giebt dann bei einer solchen Bewegung die Geschwin- 
digkeit in der Bahn als Function des zurückgelegten Weges. Für den 
letzteren erhalten wir aber offenbar denselben Werth, was auch die Ge- 
Y\g, 21. 3^1^ ^6^ Bahn sein mag, 

wenn nur die Geschwin- 

B , ^ , , -_^ digkeit in der Bahn sich 

immer auf dieselbe Weise 
ändert. Wir können uns 
daher auch die Bahn des 
Punktes m als eine ge- 
rade, etwa horizontale' Li- 
nie AD AB' vorstellen, 
auf welcher sich derselbe mit der durch die letzte Gleichung gegebe- 
nen Geschwindigkeit bewegt. Um A beschreiben wir nun mit dem Halb- 
messer AB ^= AB' einen verticalen Halbkreis BA'B'^ auf welchem sich 
ein Punkt m' so bewegen soll, dass er immer mit dem Punkte m in der- 
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selben Verticalen ist! Sind also A^ A' und D, T/ gleichzeitige Orte der 
beiden Punkte, so soll AA' und BUf senkrecht zu BAB' sein. Damit 
dies stattfinde, muss die Geschwindigkeit der beiden Punkte in der Rich- 
tung der Linie BA natürlich gleich sein. Nennen wir daher die Geschwin- 
digkeit des Punktes m' in seiner Bahn etwa w, den Winkel aber, welchen 

die Tangente an den Halbkreis in i/ mit der Linie BA bildet, 9, so 

hat man 

V = wcoscp. 

Nun ist der Winkel g) gleich dem Winkel Alf D, welchen die Nor- 
malen seiner Schenkel mit einander bilden, und daher mit Rüchsicht auf 
die Gleichung 7) 



^-^ (Aß2 - AB^) = wcosAiyJD = w,^ = -^VaB^-AD^ 



und 

w — AB 



Vf 



Der Punkt w' bewegt sich also in seiner Bahn mit constanter Ge- 
schwindigkeit, es ist somit sehr leicht, seinen Ort zu jeder Zeit anzu- 
geben, hierdurch ist aber auch der Ort des Punktes m gegeben. Zählen 
"wir also die Zeit von dem Momente, wo sich m und m' in A und A* be- 
finden, so hat man 



daher 



und 



V 



A'iy = ABy^.t 



{.t = ^=:A'ÄD = ÄiyD 



Yf 



AD = AB .siny ^.t 8) 

durch welche Gleichung wirklich der von dem Pendel zur Zeit t zurück- 
gelegte Bogen A D bestimmt wird. Bei der numerischen Berechnung 
hat man noch zu beachten, dass die Grösse unter dem Sinuszeichen erst 

180 
durch Multiplication mit in einen Winkel verwandelt werden muss. 

Man nennt die Zeit, welche das Pendel braucht, um einmal seine 
ganze Bahn zu durchlaufen, dessen Schwingungsdauer r, und hat für 
dieselbe, da die halbe Bahn AB auch in der halben Zeit durchlaufen 
wird, 
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und folglich auch 

180 



80_1 A 1 ^ 



90« 



Zufolge dieses Ausdruckes geben die Gleichungen 8) und 7) 

ÄD = ABsin — t, v = ^ABcos — t . . . . 10) 
oder durch Division mit l 

= 6s«w — r, o = — 6C0S — ^ 11) 

r XX' 

wenn co die Winkelgeschwindigkeit des Pendels bedeutet. Wi3 man sich 
leicht überzeugt, erhalten wir immer denselben Werth von 4D, wenn 
t um r, 2r, 3r, . . . . wächst, das Pendel befindet sich also nach Ablauf 
der Schwingungsdauer immer wieder in demselben Orte. Die Geschwin- 
digkeit V ist zwar auch immer gleich gross, doch wechselt ihr Zeichen 
ab, so dass eigentlich erst immer nach Verlauf von 2r das Pendel voll- 
kommen im ursprünglichen Zustande ist; letzteres lehrt auch alsogleich 
die geometrische Betrachtung. 

Nach Gleichung 9) wäre die Schwingungsdauer nur aViängig von 
der Elongation, welches der grösste Winkel ist, um den sich das Pendel 
bei jeder Schwingung aus der Ruhelage entfernt. Dies gilt jedoch nur 
für sehr kleine Elongationen, wie wir sie im Vorhergehenden vorausge- 
setzt haben. Die genauere Formel ist 

r=«yi.[i+-(iy«n|+(i^)mi* . 

eine elementare Ableitung derselben wurde von A. Gerneith im Pro- 
gramm des Akadem. Gymnasiums zu Wien für 1853 gegeben. Nennt man 
den Höhenunterschied der Punkte A und B, welcher leicht beobachtet 
werden kann, etwa ^, so hat man 

7 — h 
h := AE =: AO -- EO = l — Icose, cosh = — 



l 



. S^ 1 — C08S h 

^*^ 2 ~ 2 ~ 21 
und daher 



*) Diese Formel wurde zuerst von Huygbens gefunden. 
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+ (^:4fl)"(l^■••] "' 

Es genügt aber immer, so lange die Elongationen nicht gar zu gross 
sind, wenn man diese unendlichen Reihen nach ihrem zweiten Gliede ab- 
bricht und somit setzt 

Quadrirt man diese Gleichung und vernachlässigt die vierte Potenz von 



stn — , so findet man 



und hieraus, wenn man durch den eingeklammerten Ausdruck wirklich 
dividirt, höhere Potenzen von sm — - aber vernachlässigt, 



Zusammengesetztes Pendel* Dasselbe besteht aus einem beliebi- §.63. 
gen starren Körper, der um eine horizontale Axe drehbar ist. Eine durch 
den Schwerpunkt S des Körpers auf die Drehungsaze gefällte Senkrechte 
treffe die letztere im Punkte und sei der Abstand ^0 ^=z s^ der Win- 
kel aber, welchen, iSO mit der Verticalen OX bildet, gleich Ä. Das Ge- 
wicht ^ilf des Körpers können wir uns in /S angreifend denken, wo es 
vertical abwärts wirkt und daher von der Drehungsaxe den senkrechten 
Abstand s sin d hat. Das Drehungsmoment, welches die Schwere auf den 
betrachteten Körper ausübt, ist somit g Ms . sin d und wir haben für die 
Winkelbeschleunigung des Körpers nach §.45 

-. ^G) gMs . ^ 

Jt T 

wenn noch T das Trägheitsmoment des Körpers mit Bezug auf die Axe 
in bedeutet. Wir betrachten nun einen Punkt P des Körpers, der auf 
der Linie S um die bis jetzt noch willkürliche Länge l von ent- 
fernt ist; nennen wir die Geschwindigkeit dieses Punktes in seiner Bahn 
«?, so haben wir ^dv =: l , ^o) und daher auch 

,. ^v IMs . j. 

Wir bestimmen nun l so, dass IMs = T wird, dann ist 

Ij an g, theoretische Physik. - Q 
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und die erste dieser Gleichungen lehrt durch Uebereinstimmung mit Glei- 
chung 15), dass der Punkt P ebenso schwingt, als ob er allein am Ende 
der schwerlosen Linie OF vorhanden sei. Die Schwingungsdauer des 
zusammengesetzten Pendels ist also dieselbe, wie die eines einfachen von 
der Länge l. Man nennt den Punkt P den Schwingungsmittelpunkt 
und l die reducirte Pendellänge. Ist T das Trägheitsmoment mit 
Bezug auf eine parallele Axe im Schwerpunkte, so hat man nach §.46 

T r + jfs» _ r 

, - Ms — Ms — Ms^' ■ • ' ■ ^^^ 

aus welcher Gleichung folgt, dass l immer grösser ist als s, indem in dem 

- Ausdrucke T : Ms nur wesentlich positive Grössen vorkommen und er 

daher selbst positiv ist. In der stabilen Gleichgewichtslage liegt also 

der Schwingungsmittelpunkt immer tiefer als der Schwerpunkt. 

Die Gleichungen 12), 13), 14) gelten also auch für ein zusammen- 
gesetztes Pendel, nur bedeutet dann l die durch Gleichung 15) gegebene 
reducirte Länge desselben. So findet man z. B., dass eine homogene 
Linie, deren Trägheitsmoment im §. 48 bestimmt wurde, um eine in 
ihrem Endpunkte senkrechte Axe so schwingt, wie ein einfaches Pendel 
von nur % ihrer Länge. 

Für ein zusammengesetztes Pendel, das aus einer homogenen schwe- 
ren Kugel am Ende eines dünnen Drahtes besteht, hat man, wenn das 
Gewicht des Drahtes vernachlässigt wird, die reducirte Pendellänge 

2 s2 ' 

i = ^-|--~ — , wo^ den Abstand des Mittelpunktes der Kugel von 
o ^ - 

der Drehungsaxe, s aber den Halbmesser der Kugel bedeutet. 

§. 64. Einfluss der Luft auf die Pendelschwingung. Hierbei hat man 

Zweierlei zu berücksichtigen, nämlich den Gewichtsverlust, den das Pen- 
del in Luft erleidet, und den Widerstand, den dieselbe jeder Bewegung 
entgegensetzt. Was den ersteren betrifft, so ist er gleich einer Kraft, die 
im Schwerpunkte /S' der vom Pendel verdrängten Luft vertical aufwärts 
wirkt mit einer dem Gewichte gM! dieser verdrängten Luft gleichen Inten- 
sität. Hierdurch wird das Drehungsmoment der Schwere verringert, so 
dass, wenn S' in Folge der Symmetrie des Pendels auf der Linie iS um 
s' von entfernt liegt, wir in den früheren Gleichungen überall statt 
Ms zu setzen haben Ms — M^s\ 

Was nun den Widerstand der Luft betrifft, den sie der Bewegung 
entgegensetzt, 'so rührt derselbe daher, dass das Pendel, bevor es an einen 
Ort gelangt, immer erst die Luft wegschaffen muss, welche früher diesen Ort 
einnahm. Das, Pendel hat daher ausser seiner eigenen Masse M nahezu 
noch die Masse M' der von ihm verdrängten Luft zu bewegen. Wir werden 
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daher aus Gleichung 15) einen viel richtigeren Werth von l erhalten, wenn 
wir statt Tsetzen T + kM*s'^, besonders wenn wir den Factor h nicht genau 
gleich Eins annehmen, sondern ihn durch die Versuche selbst ermitteln. Sol- 
che Versuche hat Bessel*) mit einer aufgehängten Messingkugel und einer 
Elfenbeinkugel angestellt und denselben Werth von k erhalten, so dass 
die Annahme berechtigt' ist , dass der Factor k nur von der Gestalt des 
Pendels abhängt. In dem erwähnten Falle fand Bessel Ä = 0,95. 

Dem Gesagten zufolge hat man also mit Berücksichtigung der Luft 
für die reducirte Pendellänge die Gleichung 

^ _ T 4- M's'-^h 
~ Ms -^ M's'' 

Reversionspendel. Für die Entfernung des Schwerpunktes vom §. 65. 
Schwingungsmittelpunkte hat man nach §. 63PS=:? — s= T.ilfs; 
lässt man daher den Körper um eine parallele Axe im Schwingungötaittel- 
punkte schwingen, so erhält man für die neue reducirte Pendellänge 

'-W^) + ^'-^^ = ^ + m = ' 

also denselben Werth wie bei der Schwingung um eine Axe in 0, und es 
wird daher auch die Schwingungsdauer in beiden Fällen dieselbe sein 
müssen. Hierauf beruht das von Bohnenberger erdachte, von K a t e s **) 
ausgeführte Reversionspendel, bestehend aus einer starren Stange mit 
zwei zu ihr senkrechten Axen 0, Oi und zwei verschiebbaren Massen F, Fi. 
Letztere werden solange verschoben, bis das Pendel auf beiden Axen die- 
selbe Schwingungsdauer hat, der Abstand der beiden Axen giebt dann 
die entsprechende reducirte Pendellänge. Nur darf der Schwerpunkt 
nicht in der Mitte zwischen und Oi liegen, indem dann immer die 
Schwingungsdauer für beide Axen gleich wird, ohne dass deshalb die eine 
Axe durch -den Schwingungsmittelpunkt der andren hindurchgeht. Bei 
gleichen Massen JP, Fi muss daher die Anordnung ähnlich wie folgt sein : 
FOFiOi; den Massen F und Fi giebt man zur Verminderung des Wider- 
standes, den die Luft der Pendelbewegung entgegensetzt, die Gestalt einer 
Linse, deren Axe mit der Längsaxe des Pendels zusammenfällt. 

Man kann sich aber vom Einflüsse der Luft ganz befreien, wenn 
man die äussere Gestalt des Pendels symmetrisch mit Bezug auf beide 
Axen macht. Nur muss dann, damit bei der Anordnung FGO^Fi der 
Schwerpunkt 8 nicht in- die Mitte von Oy fällt, von den beiden Lin- 
sen F, Fl, bei gleicher äusserer Form, die eine hohl, die andere aber solide 
Sern. Ist dann für beide Axen die Schwingungsdauer dieselbe, so ist 
auch die reducirte Länge dieselbe, da der Einfluss der Luft ebenfalls in 
beiden Fällen gleich ist. Da der Schwerpunkt S' der verdrängten Luft 

*) Berl. Akad. 1826. 
**) Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 1818. 
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in die Mitte von Oi fallt , so hat man also im Falle gleicher Schwin- 
gungsdauer 

^= — Ms - itrs' — ^^=*' ^'^ = '' 

MSi — Ms' 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit den betreffenden Nennern 
und subtrahirt sie, so erhält man 

und durch Division mit s — Si 

l j=z s + Si, 

Der Abstand der beiden Axen giebt also wieder, wie in dem zuerst 
betrachteten Falle, die reducirte Pendellänge an. Die Division mit s — Si 
ist aber nicht mehr gestattet, wenn diese Grösse gleich Null ist; es ver- 
lieren also, wie schon gesagt, die erhaltenen Resultate ihre Gültigkeit, so- 
bald der Schwerpunkt des Pendels in der Mitte zwischen beiden Axen liegt. 

Um für beide Axen dieselbe Schwingungsdauer zu erzielen, hat man 
natürlich immer beide Linsen F, jF\ zu gleicher Zeit um gleichviel zu 
verschieben, so dass die Form des Pendels immer symmetrisch bleibt für 
beide Axen. Da es kaum möglich ist, die Schwingungsdauer vollkommen 
gleich zu machen, kann man aber mittelst nahezu gleicher Schwingungs- 
dauer r, ti den Werth von g auf folgende Weise ermitteln. Der Glei- 
chung 14) zufolge hat man, wenn s und Si die Elongationen für. beide 
Axen sind 

T + Ms^ r2 f, 1 . 2 1 *' 

T + Ms? ^ rj_f 1^ ^ öl 

Msi ^ jrM 2 M ^ 3r2 

wo die zur Abkürzung eingeführten Grössen d und di offenbar die auf 
unendliche kleine Elongationen reducirte Schwingungsdauer bedeuten. 
Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit Ms und J^Si 
und subtrahirt sie, so wird 

und wenn man den Abstand (si -|- S2) der beiden Axen gleich a setzt 

TC^a (s — Si) Tt^a 

^ — S^s — dlsi ~ ö^ 4- d^ a g2 ■- df 

2 s — Si 2 

Q^ gi J2 

Um den Werth des kleinen Gliedes • berechnen zu 

s — Si 2 

können, genügt aber eine beiläufige Kenntniss der Grössen s und Si ; man 
wird also annehmen, dass die Abstände des Schwerpunktes 8 von den 
beiden Linsen sich verkehrt wie die Gewichte der letzteren verhalten 
wobei eben der Einfluss der Stange vernachlässigt wird. 
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Theorie der zweiarmigen Hebelwage *)• Durch S, welches Schwer- §. 66. 
punkt und Gewicht des Wagbalkens sammt der mit ihm fest verbundenen 



Fig. 22. 




Theile bedeutet, legen wir eine verti- 
cale Ebene E senkrecht zur Schneide, 
mit welcher der Wagbalken aufruht. 
Diese Schneide, sowie die Schneiden, 
auf denen die Wagschalen aufgehängt 
sind, werden von der Ebene E in 
Punkten A, B, B' getroflfen und 
es sei 

AB =h AB* =V AS = s 
BAS=a B'Ä8=a' ZAS=S 
wo Z einen im Kaume vertical unter A 
gelegenen Punkt bedeutet. Durch den Winkel 8 ist die Stellung der 
ganzen Wage gegeben, der Werth dieses Winkels fiir die Ruhelage der 
Wage ergiebt sich aber aus der Bedingung, dass in diesem Falle nach §. 28 
das Drehungsmoment der ganzen Wage für die Schneide A verschwinden 
muss. Nennen wir daher j?, jp' die Gewichte der beiden Schalen, P, P 
ihre Belastungen, so haben wir, wenn die Schneiden B^B' ebenfalls senk- 
recht zur Ebene E sind, für die Ruhelage die Gleichung 

(P+i))5sm(a + «) + Ss.sinö — (P' +jp')?>'s«w(a' — Ä) = 0.1) 
wobei der Schwerpimkt 8 auf dieselbe Seite von AZ verlegt ist wie 
die Schneide B, In dieser Stellung wird die Wage auch zur Ruhe wirk- 
lich kommen, wenngleich sie in Schwingungen versetzt wurde, da diesel- 
ben in Folge des Luftwiderstandes und der Reibung bei A bald unbe- 
merkbar werden. 

Soll nun die Wage ihren Zweck erfüllen, so muss sie unbelastet, 
sowie bei gleicher Belastung in derselben Stellung zur Ruhe kommen. 
Setzen wir daher in Gleichimg 1) einmal P = P , dann P = P' = 0, 
so muss in den Gleichungen 

(P+p)hsm(a + 8) + Sssin8 — (P +p')b' sin(a' ^8) = 

phsin(ß + 8) -f S8sin8 — p'b' 8in(a' — d) == . . . 2) 
8 immer denselben Werth haben. Aus den zwei letzten Gleichungen 
erhält man aber 

ds«w(a + ö) — l)'sm(a' — Ä) = 3) 

Um nun die Construction unabhängig zu machen von dem absolu- 
ten Gewichte der Wagschalen, macht man 

P==P' 4) 

dem zufolge Gleichungen 2) und 3) 

S.s*sin8 = 
geben; es wird also in diesem Falle auch der Wagbalken ohne Schalen 



*) L. Euler, Commeutarien der kais. Akad. der Wissensch. zu Petersburg , 
Bd. X. — Ph. Carl, die Wage, Rep. für phys. Technik etc. von Ph. Carl, 
Bd. I. München 1865. 
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dieselbe Ruhelage einnehmen. 8 ist aber jedenfalls von Null verschie- 
den, dasselbe muss auch für S stattfinden, weil sonst der Winkel S immer 
unbestimmt wäre, somit muss sind = oder 

Ä = 6) 

sein. Die Gleichung 3) giebt dann noch 

hsina = h'sina' 6) 

und die Gleichungen 4), 5), 6) enthalten die Bedingungen für die H ich - 
t i g k e i t der Wage. 

Die Prüfung der Wage auf ihre Richtigkeit geschieht dadurch, dass 
man die Ruhelage des Wagbalkens beobachtet: 1. ohne Schalen, 2. mit 
den Schalen und 3. mit vertauschten Schalen. Ist der Stand des Wag- 
balkens immer derselbe, so ist die Wage richtig, denn diesen drei Ver- 
suchen zufolge ist 

S = 
plsina =jß'h'8ina' 
p'h sin a = 'plfsin a! 
aus welchen Gleichungen noch 

j? == p\ bsina = h'sina' 
folgt und somit sind alsdann wirklich die Gleichungen 4), 5), 6) sämmtlich 
erfüllt. 

Ist die Wage nicht richtig, so kann man dennoch das richtige 
Gewicht G eines Körpers dadurch erfahren,, dass man denselben einmal 
auf der einen, dann auf der anderen Wagschale wiegt. Sind die so 
bestimmten Gewichte des Körpers P, P', so hat man der Gleichung 1) 
zufolge 

phsin(a + d) -\- Ss.sinS — p'h^sin{a' — ö) =• o 
(G +p)hsinia + d) + Ss.sind — (P' +p')b'sin(a' — d) ^ 
(P -[-p)hsin(a + ö) -f 8s, sind — (G -\- p')Vsin(a' ^ö) = 
und wenn man die erste Gleichung von den folgenden subtrahirt 

Phsin(a + 6) — Gh'sin(a' — d) = Ol . 

Ghsinla + ö) — JP'h' sin{cc'—d) = Oj ^ 

welche Gleichungen wieder durch Division 

G = VpP 8) 

geben. Das wahre Gewicht des Körpers ist also gleich dem geometrischen 
Mittel aus P und P' , oder auch gleich dem arithmetischen Mittel , falls 
wie gewöhnlich P und P' wenig verschieden sind. Es ist nämlich 

Vpp = VP[p+(P'-py]=p [i + ^^^^^' 

und daher, wenn man zweite und höhere Potenzen des kleinen Bruches 

P' — P 

— — vernachlässigt, 



Ö = P 1 +-- 



1 P' — PI P + P 



^=t±ji . . . . „ 



2 P 
man diesen Werth von G in die erste Gleichung 7), so wird 
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hsin((i f a) - Fl + 1 ^^^J^^'sinia'-^d) = 

welche Gleichung lehrt, dass unter der gemachten Voraussetzung der 

1 P — P 

geringen Verschiedenheit von P ipd P' die Grösse — — — = C unab- 

2 Jr 

hängig ist von dem Gewichte des zu wägenden Körpers, und dass daher 
das letztere durch eine einzige Wägung nach der Formel 

a = P[l + G] 10) 

gefanden werden kann, wenn man sich den Werth von C ein- für allemal 
bestimmt hat. 

Freilich wird innerhalb eines längeren Zeitraumes der Werth von 
keineswegs vollkommen constant bleiben , so dass , wenn man schon zwei 
Wägüngen machen muss, um das Gewicht eines Körpers zu erfahren, man 
die bekannte Methode der doppelten Wägung vorzieht, bei der man 
jede Rechnung erspart. 

Eine vollkommene Wage muss nicht nur richtig sein, sie muss auch 
einen hohen Grad von Empfindlichkeit besitzen, d. h. sie muss bei 
einem möglichst kleinen Uebergewichte noch einen bemerkbaren Ausschlag 
geben. Um die günstigsten Bedingungen hierfür zu finden, vermehren 
wir in Gleichung 1) P um die sehr kleine Grösse ^ P, hierdurch ändert 
sich ö um den kleinen Winkel ^Ö und es ist 

(P + p) hsin(a +d + ^Jö) + 8s.sin(d + ^ö) ' - 

— (P +y + JP) ysin{a' — * — ^d) = 0. 

Da wir bloss den Fall zu untersuchen brauchen, in welchem die 
Wage richtig und ursprünglich gleich stark belastet ist, so haben wir 
jö =y, P = P', 8 = 0, demzufolge Gleichung 1) und die letzte Glei- 
chung übergehen in 

hsina — V sina! = \^^\ 

(P-{-p)hsin(a + d) + Ss.sinJ6--(P+p-\-^P)b'sin(a'—^d)=zOJ''^^ 

Wir entwickeln nun in der letzten Gleichung die Sinusse und setzen, 
da ^^5 sehr klein ist, sin^S = ^J8, cos ^8 r=z 1; femer vernachlässi- 
gen wir das mit ^ö.^JP multiplicirte Glied, weil es von der zweiten 
Ordnung der Kleinheit ist, und erhalten so, wenn wir noch die erste Glei- 
chung 11) berücksichtigen 

(P ■\-p)hcosa.^Jd + Ss.^ö + (P+p) ^^^cosa'.JÖ 

— ^JP.hsina = 
und hieraus * 

^^ = -?i : — 7—1 — TTT-T — N—r-? — i — K^P ' ... 12) 

Ss.stna' + {P + p}stn{a -f-a) 

Soll nun der Ausschlag ^S unabhängig sein von der Belastung, so 
muss in Gleichung 12) 

a f a' = 180® 
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sein, d. h. die drei Schneiden Ä, B, B' müssen in einer Ebene liegen. Dann 
ist aber 

^s=^4^jp: 13) 

8s 
welche Gleichung lehrt, dass bei gleichem Uebergewichte ^P der Aus- 
schlag desto grösser ist, je grösser b, je kleiner S und s ist und je mehr 
sich der Winkel a einem Rechteck nähert. Wäre s = 0, so würde schon 
das geringste Uebergewicht einen unendlich grossen Ausschlag hervor- 
bringen und so das Wägen unmögHch machen ; um nun der Länge s einen 
passenden Werth zu geben, ist bei feineren Wagen über oder unter der 
Schneide A ein verschiebbares Gewichtchen angebracht. 

§. 67. ' Die Biülarwage *). Dieselbe besteht aus einem um eine verticale 
Linie symmetrischen Wagbalken, der ebenfalls symmetrisch mit Bezug auf 
jene Linie an zwei gleich langen Fäden oder Drähten aufgehängt ist. 
Nennen wir die unteren Enden dieser Fäden etwa A, A' die oberen B, B\ 
so werden die horizontalen Linien AA! ^ BBf von der erwähnten Verti- 
calen in zwei Punkten 0, Q so geschnitten, dass 

0A= OÄ = a 
QB = Qff = h 

ist. In der Linie Q muss natürlich auch der Schwerpunkt des Wag- 
balkens liegen und es wird gleichgültig sein, ob wir uns das ganze Gewicht 
des Wagbalkens im Schwerpunkte oder nur das halbe Gewicht in jedem 
der Punkte A und A' wirksam denken ; die Ruhelage des Wagbalkens 
wird daher auch diejenige sein, bei welcher die Punkte A, A\ B, B' alle 
in derselben Verticalebene liegen und daher -4^' || BB' ist. Drehen wir 
den Wagbalken aus dieser Lage um den Winkel S, so werden die Punkte 
A, A! etwa nach C, 0' rücken und es wird sein 

AB = BC. 

p 
Die in den Punkten C, C abwärts wirkenden Gewichte — werden aber 

suchen den Wagbalken in seine ursprüngliche Lage zurückzuführen. Das 
hierbei auf denselben ausgeübte Drehungsmoment soll unter der Voraus- 
setzung bestimmt werden, dass die Fäden sehr lang sind; dann können 
wir für nicht allzugrosse Drehungen annehmen , dass G mit A in dersel- 
ben Horizontalebene liegt und dass daher 

00 = AO = a, AOG= 8 
ist. Eine durch die Verticale in und durch B gelegte Ebene schneide 
die Linie AO 'm B, dann ist 

BU±.plAOC, BH= OQ = h-, 



*) Gauss und W. Weber: Resultate aus den Beobachtungendes magnetischen 
Vereins. 1837, S. 20; 1840^ S. 1. — Ch. Stähelin: Die Lehre der Messung tod 
Kräften mittelst der Bifilarsuspension, Basel 1852; Schweiz. Denkschr. XIII. 1853. 
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in dieser Ebene können wir aber das Gewicht CV= -r in ersetzen durch 

zi^rei Componenten, durch eine Kraft CJP, welche in die Richtung des Fadens 

fallt, diesen spannt, aber zur Bewe- 
gung nichts beiträgt, und in eine Kraft 
nach der Richtung GH, Für letztere 
hat man 

VF rr. VCtan VCF = | tanHB G 

_JPHG 

~ 2 h 

und da ihre senkrechte Entfernung von 

der Drehungsaxe Q gleich GsinHGO 

ist, so giebt sie das Drehungsmoment 

P HG 

— asinHGO. Fügt man hierzu 

2 h 

noch die gleichgrosse Wirkung des 

p 
Gewichtes - in G\ so hat man für das 

ganze Drehungsmoment D^ welches aus der Schwere des Wagbalkens resultirt, 

D= P^HG^inHGO. 
h 

Nun ist aber in dem Dreieck HGO 

HC.sinHGO = HO.sinAOG= hsinS 

und daher 




D — P — sind. 



1) 

n 

D en*eicht somit seineu grössten Wertji für Ö = 90®, bezeichnet man 
denselben, das sogenannte statische Directionsmoment, mit ^, 
so ist 



D 



A = P^. 



^sind, ^ = P^ 2) 

n 

Wird der Wagbalken, nachdem er um den Winkel d aus seiner Ruhe- 
lage entfernt werde, sich selbst überlassen, so wird er in Folge der Schwere 
pendelartig um seine Ruhelage schwingen müssen, und wird in dieselbe 
erst nach und nadi in Folge der Reibung und des Luftwiderstandes 
zurückkehren. Für die Winkelbeschleunigung dieser Bewegung im Punkte 
G hat man aber nach §. 45 , wenn T das Trägheitsmoment des Wagbal- 
kens mit Bezug auf die Axe Q bedeutet, 

_. z/o /\,sind 

hm --rr = — ^^^^^-;^ — 

wo im zweiten Theile das negative Zeichen stehen muss, da die Geschwin- 
digkeit wächst, wenn der Winkel d kleiner wird. Ist v die Geschwindig- 
keit eines Punktes in seiner Bahn , der um l von der Axe Q absteht, 
so ist ^Jv = Zz/cö und daher 
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Um — = 7p- stn 0, 

Der Wagbalken schwingt daher genau so , wie ein einfaches Pendel 
von der Länge 

'=^> ■ •• ■ « 

somit ist, wenn r die Schwingungsdauer, 6 die Elongation bedeutet, nach 
Gleichung 13) §. 62 

^ = -[l+.m-J 4) 

welche Gleichung ebenfalls zur Bestimmung von /\ verwendet wer- 
den kann. 

Der bifilar aufgehängte Wagbalken kann aber dazu dienen, Kräfte 
zu messen, wenn dieselben in horizontaler Richtung auf den Wagbalken 
wirken und ihin dabei bloss eine Drehung um die durch den Schwerpunkt 
gehende Verticale Q ertheilen. Es lässt sich dies für eine Kraft annähe- 
rungsweise dadurch erreichen, dass man das Gewicht des Wagbalkens im 
VerhältnisszurKraftJr sehr gross wählt, wo dann letztere nur eine sehr ge- 
ringe Verrückung des Schwerpunktes bewirken wird. Oder in aller Strenge: 
man lässt die horizontale Kraft Ä^ zweimal auf den Wagbalken wirken sym- 
metrisch mit Bezug auf die Verticale Q, indem in diesem Falle die beiden 
Kräfte Ä* nach dem Schwerpunkt versetzt keine Einzelnkraft, sondern nui* ein 
horizontales Kräftepaar geben. Haben nun die Kräfte K den Wagbalken 
um den Winkel ö aus seiner Ruhelage gedreht, so muss ihr Brehungs- 
moment mit Bezug auf die Axe Q gleich ^ sin ö sein, indem sie der ent- 
' gegengesetzten Wirkung der Schwere das Gleichgewicht halten. Aus dem 
Drehungsmömente und aus dem senkrechten Abstände der Kräfte K von der 
Drehungsaxe Q ergiebt sich aber sogleich die Grösse dieser Kräfte selbst. 

§. 68. Die Drehwage*). Hier .ist ein beliebiger Wagbalken an einem ein- 

zigen Faden oder Drahte Q aufgehängt, und die Kraft, welche den Wag- 
balken in seine Ruhelage zurücktreibt, ist die durch die Torsion des Fa- 
dens geweckte Elasticität des letzteren, d. h. das Bestreoen des Fadens, 
seine ursprüngliche Form anzunehmen. Innerhalb der Grenzen der Ela- 
sticität ist nun ein solches Bestreben immer gleich der Wirkung der 
Kraft, welche die Formänderung hervorgebracht hat. Versuche lehren 
ferner, dass die Drehungsmomente der Kräfte, welche den Wagbalken um 
verschiedene Winkel drehen, feich wie diese Winkel verhalten; es wird 
daher das Drehungsmoment D, welches aus der Torsionselasticität des Fa- 
dens resultirt, ebenfalls proportional sein müssen dem Torsionswinkel 8, 
d. h. wir werden haben 

D= Cd 5) 

wo C eine für einen bestimmten Faden constante Grösse bedeutet. 



*) Coulomb, Memoires de PAcad. des Sciences, Paris 1784. 
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Für die Schwingungen des Wagbalkens um seine Ruhelage haben 
wir daher die Gleichung 

,. JGi Cd 

wo das negative Zeichen bedeutet, dass für wachsende Werthe von d die 
Winkelgeschwindigkeit (0 abnimmt. Betrachten wir wieder einen Punkt 

gT 

des Wagbalkens in der Entfernung l = --^ von der verticalen Drehungs- 

axe lind mit der Geschwindigkeit v, so ist 

,. ^Jv , Co j. arcd 

?*»» ^ = ? -y- = fl-« = 9 -j- 

wenn arcd den Bogen des Winkels d für den Halbmesser l bedeutet. 
Die letzte Gleichung stimmt aber genau mit Gleichung 6) § 62 überein; 
wir haben daher für die Schwingungsdauer des Wagbalkens 

r = .VI = «V| • «> 

und^zwar nicht wie beim Pendel nur näherungsweise, sondern hier mit 
aller Strenge. Wir können also die Richtigkeit der in Gleichung 5) 
enthaltenen Hypothese dadurch prüfen, dass wir die Schwingungsdauer 
bei verschiedenen Amplituden messen, welche Zeiten nach Gleichung 6) 
alle gleich gross sein müssen. Aus Gleichung 6) findet man aber auch 
den Werth der Torsionsconstante C des benutzten Fadens, wenn man das 
Trägheitsmoment des Wagbalkens kennt. Die Berechnung des letzteren 
lässt sich dadurch umgehen, dass man an den Wagbalken symmetrisch 
mit Bezug auf den Faden zwei gleiche Gewichte p anhängt , deren Träg- 
heitsmomente man leicht aus ihrer Gestalt angeben kann, wie dies z. B. für 
ein homogenes cylindrisches Gewicht p der Fall ist, dessen Trägheitsmoment 

p 
mit Bezug auf seine Axe nach §. 48 gleich — r ist, unter r den Radius 

y 
des Gewichtes verstanden. Hängt man so ein Gewicht mit verticaler 
Axe in der Entfernung a von dem Faden auf, so ist sein Trägheits- 

P P 

moment nach §.46 gleich — r^ -| — a* und das Trägheitsmoment des ganzen 

p 

Wagbalkens geht durch die angehängten zwei Gewichte über in T -|- 2 — • 

(f - -j- a^. Für die nunmehrige Schwingungsdauer rj hat man daher 

Bestimmt man nun nochmals die Schwingungsdauer bei der Entfer- 
nung 02 der Gewichte, so wird 

und man erhält aus den zwei letzten Gleichungen 
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9 \ ^l — ri r g rl - r| ^ 

Hierdurch ist zugleich eine Methode gegeben, das Trägheitsmoment 
eines Körpers experimentell zu bestimmen. Freilich bleibt G nicht ganz 
vollkommen constant, wenn das Gewicht des Wagbalkens sich ändert. 

Wirken nun Kräfte auf die Drehwage und drehen sie dieselbe um 
einen Winkel ö, so ist ihr Drehungsmoment mit Bezug auf den Faden 
offenbar gleich CA; im Uebrigen gelten aber auch hier die bei der Bifi- 
larwage über die Messung der Kräfte gemachten Bemerkungen. 

Die Grösse G wird desto kleiner, die Drehwage also desto empfindli- 
cher, je länger und je dünner der Faden ist, ebenso je geringer sein spe- 
cifisches Gewicht. Den Wagbalken macht man aber, wenn nicht beson- 
dere Gründe dagegen sprechen, auch hier symmetrisch mit Bezug auf 
den Faden. 

II. Die Schwere an versohiedenen Orten der Erde. 

§. 69. Anziehung einer homogenen Kugel auf einen Punkt. Mit 

Hülfe des Pendels kann man den Werth von g mit grosser Genauigkeit 
ermitteln und so nachweisen, dass derselbe für verschiedene Orte der 
Erde verschieden ist. Wir wollen zuerst die Abnahme betrachten, die g 
bei der Erhebung über die Meeresfläche erfahrt. Es erklärt sich diese 
Erscheinung dadurch, dass die Schwere hervorgebracht wird durch eine 
Kraft, die zwischen je zwei Massentheilchen w, m' mit der Intensität 

/ — j— wirkt, wo r die Entfernung der beiden sehr kleinen Theilchen, / 

aber eine Proportionalitätsconstante bedeutet. Man nennt diese Kraft die 
Gravitation; ihr Dasein und das Gesetz ihrer Wirkung ist die grosse 
Entdeckung J. Newton 's. Die Schwere eines Körpers rührt also daher, dass 
alle Theilchen der Erde alle Theilchen'des Körpers nach dem angegebenen 
Gesetze anziehen, wobei .letzterer jedoch der grossen Erde gegenüber 
immer als blosser Punkt betrachtet werden kann. Zur Berechnung der 
Resultante aller dieser Anziehungen müsste man die Vertheilung der Masse 
der Erde in ihrem Inneren kennen ; dies ist jedoch nicht mehr nothwen- 
dig, sobald man annimmt, dass die Erde aus lauter homogenen Kugel- 
schalen besteht. Diese Hypothese giebt aber für unsere Zwecke hinrei- 
chend genaue Resultate. Für die Anziehungen von Kugelschalen und 
Kugeln auf einen Punkt gelten nun die folgenden Sätze. 

I. „Die Anziehung einer homogenen Kugelschale auf einen Punkt 
im Inneren ist gleich Null." 

Es sei der Mittelpunkt, g die Dichte der Kugelschale und P ein 
Punkt im Inneren derselben mit der Masse m. Die Anziehung der Kugel- 
schale auf diesen Punkt erfolgt dann jedenfalls in der Richtung P0\ 
denn zerlegt man die Wirkung jedes einzelnen Theilchens der Schale in 
zwei Compon^nten parallel und senkrecht zu FO^ so müssen sich die 
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letzteren Componenten der Symmetrie um PO zufolge vollständig auf- 
heben. Auf einem durc^ P gelegten grössten Kreise seien die kleinen 
Bogen HK xm^.lTK' so situirt, dass BPH' und KPE* gerade Linien 
sind. Lassen wir dann UK, welches wegen seiner Kleinheit als gerade 
^ 24 betrachtet werden kann, um PO rotiren, so be- 

schreibt es auf 4er Kugel eine schmale Zone, 
deren Flächeninhalt gleich dem Producte von 
HK in die von H beschriebene Kreisperi- 
pherie 2n PH. sin HP gesetzt werden kann; 
die Masse dieser Zone ist daher 27t qHK. 
HP sin HP 0. Da [wir dieselbe aber als äus- 
serst schmal betrachten, so übt jedes Th eilchen 
m' derselben auf den Punkt P in der Richtung 

PO die Anziehung /•=—Cösfi"PO aus und 

die Wirkung der ganzen Zone ist daher 

77 TT 
z = 2Jt/Qm-—^sinHPOcosHPO, 

Ebenso finden wir für die Anziehung, welche die von H* K! beschrie- 
bene Zone auf den Punkt P in der Richtung PO ausübt ^ 

/ = 2nfQm^^sinH^POcosH'PO. 

Nun ergänzen sich aber die Winkel HPO und H'PO zu ISO», fer- 
ner sind die Dreiecke HKP und H! K' P einander ähnlich,- man hat 
daher 

sinffPO^sinHPO, HK _ H!E! 

cosffPO = — cosHPO, HP ~~ ffP 

und somit ^ = — z, d. h. die Anziehungen der beiden betrachteten 
Zonen auf den Punkt P heben sich gegenseitig auf. Nun kann man aber, 
indem man durch P unendlich viele Linien legt und dieselben rotiren 
lässt, die ganze Kugelschale in solche Zonenpaare zerlegen, woraus folgt, 
dass auch die Wirkung der ganzen Schale auf den Punkt P Null sein 
musB. 

II. „Die Anziehung einer homogenen Kugelschale auf einen äusse- 
ren Punkt ist dieselbe, als ob ihre ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt 
wäre." 

Indem wir den Buchstaben dieselbe Bedeutung wie in dem vorher- 
gehenden Falle beilegen, nur den Punkt P ausserhalb der Kugelschale 
annehmen, bekommen wir für die von HKnxxd H!K! bei der Rotation um 
P beschriebenen schmalen Zonen dieselben Anziehungen z, s/ auf P in 
der Richtung PO, Nur ist jetzt der Winkel H!P0 gleich dem Winkel 
HPO, die Dreiecke HKP und HK^P sind aber auch jetzt noch ähnlich. 
Wir erhalten somit in dem gegenwärtigen Falle 
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2 =V = 2ycfQm——sinHPOcosHPO, 
HI* 

Wir nehmen an, dass von den Sehneu Hff und KK* erstere die 
kleinere wäre und nennen E den Fusspunkt des von auf sie gefällten 

Fig. 25. 




Lothes. Von H, It fällen wir Senkrechte auf KK! und nennen ihre 
Fusspunkte L^ U\ ferner sei a die Entfernung PO des Punktes -P vom 
Mittelpunkte, r aber der Radius der Kugelschale. Man hat dann 

„_^ FE HP + R'P 

cosHPO = —^ = ^ 

PO 2a 

ferner in dem Dreiecke HP 

sinHPO _ sin OHP 

r a 

und da die Schenkel der Winkel O^P, und LHK aufeinander senkrecht 
stehen, 

SinHPO sinLHK l KL „_ . __ ., r __ 

== = — -r-=, HKstnHPO = —KL 

r a a HK a 

woraus für die vereinigte Anziehung beider Zonen 

^ + / = 2nfQm^^ (kl + KL^^ 

folgt.. Nun ist aber 

£\HKP QO cl&K'P, PH : PH" = HK : H'K' 
IXHKL CO ^ßK'L', HK : H'K*= KL : K' L' 

daher auch 

P/T" 
PH : Pff = KL : K' V , K! U = KL-^ 

und schliesslich 

^ + / = 2nfQm-(KL-^K!L'). 
a^ 

Die Wirkung der beiden Zonen ist somit das Product aus dem con- 

T 

stanten Factor 2 nfQ m — in den Längenunterschied der beiden Seh- 
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nen JT^ und HIF, Um die Wirkung der ganzen Kugelschale zu fin- 
den , haben wir daher den cohstanten Factor zu multipliciren mit der 
Summe der Längenunterschiede aller Sehnen, von P angefangen bis zu 
einer Linie, die nur mehr die Kugelschale tangirt. Da jede Sehne von 
der vorhergehenden subtrahirt wird,^so ist die Summe dieser Difierenzen 
natürlich gleich' dem Unterschiede der ersten und letzten Sehne. Diese 
zwei Sehnen sind aber 2r und und wir haben somit für die Wirkung 
; der Kugelschale auf P, welche in der Richtung PO erfolgt: 

Bedeutet M die ganze Masse der Kugelschale, so ist 

Ol' 

wnd es ist durch die letzte Gleichung die Richtigkeit des angegebenen 
Satzes bewiesen. 

Aus Satz I. und IL ergeben sich aber ohne Weiteres noch die fol- 
genden zwei Sätze. 

III. „Die Anziehung einer aus homogenen concentrischen Schichten 
gebildeten Kugel auf einen Punkt P ausserhalb derselben ist ebenso gross, 
als ob die ganze Masse der Kugel im Mittelpunkte vereinigt wäre." 

IV. „Dagegen reducirt sich die Anziehung einer aus homogenen 
concentrischen Schichten gebildeten Kugel auf einen Punkt P in ihrem 
Inneren auf die Wirkung desjenigen Theils der Kugel , welcher von der 
darch den Punkt P ^henden Schicht begrenzt wird." 

Beduotion der Schwere auf die Meeresfläche. Ist B der Ra- §. 70. 
dius, JE die Masse der Erde, und nimmt man an, dass die Dichte 
derselben sich auf jedem Radius in gleicher Weise ändere, so" ist 
nach dem Vorhergehenden die Anziehung der Erde auf die Masse m, 

wenn sich letztere im Niveau des Meeres befindet, gleich /~p7» dage- 

gen gleich / , wenn sich die Masse m in der Höhe h über der 

Meeresoberfläche befindet. Nennt man die Acceleration der Schwere in 
' beiden Fällen g und g\ so sind die früheren Ausdrücke gleich mg und 
mg\ d. i. gleich dem Gewichte der Masse m. Somit ist 

.E ^ , . E 
9 =/l5i» 9 =f-r 



jB2 ' ^ •" (i2 + hy 



g _(R + h)^ 



=0 + ^)" 



g' B^ 

Da die uns zugänglichen Höhen immer sehr klein sind, so kann man 
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. Ä - 

zweite und höhere Potenzen des kleinen Bruches ~ vernachlässigen iindl 

erhält so 

,=4 + 4). ^=4-4). 

Für Paris wurde g* =: 9,80898 beobachtet, und da dessen Höhe 
über der Meeresfläche 64"*, der Erdradius aber 6366200'» beträgt, so lat 
die für das Niveau des Meeres reducirte Acceleration der Schwere 

g = 9,80896 Meter. 

,Hieraus findet man für die Länge X des Secundenpendels, d. h. 
eines einfachen Pendels, dessen Schwingungsdauer bei sehr kleinen Elon- 
gationen eine Secunde beträgt, in Bezug auf Paris 
A = ^jr2 = 0,993852 Meter. 

§, 71. Zunahme der Schwere mit der geographischen Breite. Diese 

Aenderung ist die Folge zweier Ursachen. Die bedeutendere davon ist 

die Centrifugalkraft *), mit der jeder Kör- 
^^* per auf der Oberfläche der Erde gegen 

die normale Kraft reagirt, die seiner Ro- 
tation um die Erdaxe entspricht. Es sei 
in einem durch die Erdaxe BOB' ge- 
legten grössten Kreise BP AB* der Erde 
BOA = AOB' = 90« und die geogra- 
phische Breite FOA des Punktes P gleich 
(p ; ferner sei B der Erdradius und Q der 
Fusspunkt des von P auf die Erdaxe ge- 
fällten Lothes. Auf die Masseneinheit in 
P wirken dann zwei Kräfte: die Kraft 
PD=g n&ch der Richtung PO als Folge 

der Anziehung der Erde, und die Centrifugalkraft PC = -p^ entgegen- 
gesetzt der Richtung PQ, Nennen wir die in Secunden ausgedrückte 
Umlaufszeit der Erde T, so hat inan für die constante Geschwindigkeit 

V des Punktes P offenbar v = '■= — — und daher 

Die zwei Kräfte geben nun als Resultante die der geographischen 
Breite q) entsprechende Schwere PE = gg,, wo DE ^ P C ist. Aus dem 
Dreiecke PDE erhält man nun bei Vernachlässigung zweiter und höhe- 

DE 

rer Potenzen des sehr kleinen Bruches -^jr 

*) Diese Ursache wurde zuerst vou Uuygbens entwickelt. , 
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DE= VPi}2 + D^ — 2PD . DEcosq) 

/ DE \'/2 / DE \ 

= PD(l-2—C08q>) = Pd(i ^ j^cosipj 

= PD — PCcosfp 



oder 



99> = 9 — 4jr2 — cos 92 



und da T == 24 X 60 X 60 Secunden, 2 jr JB = 40,000,000 Meter ist, 
gg^z= g — 0^,03367 COS 92. 

Berechnet man dagegen aus den an verschiedenen Orten der Erde 
angestellten Beohachtungen diejenigen Coefficienten der letzten Gleichung, 
welche diesen Beohachtungen am hosten genügen, so erhält man 
g'g, = 9'»,83139 — 0'«,05091 cos 9^ 

welche Gleichung mit der vorhergehenden im Allgemeinen ühereinstimmt 
und daher auch als ein Beweis für die Axendrehung der Erde angesehen 
werden kann. 

Abplattung der Erde. Zieht man von der heohachteten Schwere §.72. 
die entgegengesetzte Wirkung der Centrifugalkraft ah, so erhält man für 
den von der Anziehung der Erde herrührenden Theil der Schwere nach 
den letzten Formeln 

g'^ = 9,83139 — 0,05091 COS92 + 0,03367 COS92 
= 9"»,83139 — 0'»,01724 COS92. 

Die Schwere fallt also, trotzdem wir diese eine Quelle ihrer Varia- 
tion entfernt hahen, noch immer in verschiedenen Breiten etwas wenig 
verschieden aus. Dies hat seinen Grund darin, dass die Erde, abgesehen 
von den Unebenheiten ihrer Oberfläche, doch nicht genau die Gestalt 
einer Kugel hat, sondern an ihren Polen abgeplattet ist. Hieraus folgt, 
dass die von der Anziehung der Erde herrührende Componente der 
Schwere (PD) nicht überall denselben Werth hat, sondern mit der geo- 
graphischen Breite zunimmt. 

Was die Bichtung der Verticalen betriflFt, so muss dieselbe immer 
senkrecht stehen auf der Oberfläche der Erde, wenigstens insoweit die- 
selbe vom Meere bedeckt ist. Wegen der leichten Verschiebbarkeit der 
einzelnen Theilchen einer Flüssigkeit kann ihre Oberfläche nämlich nur 
dann im Gleichgewichte sein, wenn die auf dieselbe wirkenden Kräfte 
oder deren Resultante normal zu der Oberfläche sind. Man kann daher 
auch die Gestalt der Erde aus der wahrscheinlichen Hypothese ableiten, 
dass die Erde in Folge grosser Hitze einmal ganz flüssig war, die Länge 
des Tages sich aber nicht geändert habe. Ihre Oberfläche musste dann eine 
solche Gleichgewichtslage annehmen, in der die Resultante aus der Anzie- 
hung der Erde und der bekannten Centrifugalkraft (P C) für jeden Punkt 

Lang, theoretische Physik. 7 
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der Oberfläche senkrecht auf derselben »teht. Die Oberfläche fallt hierbei 
natürlich verschieden aus, je nach der Annahme, die man über die Ver- 
th eilung der Masse der Erde in ihrem Inneren macht. Setzt man die Erde 
als homogen voraus, so erhält man ein Rotationsellipsoid, dessen Abplat- 
tung p ^= TT-T nur i/i3i beträgt, während aus den directen Grad- 

messungen sich der Werth 1/299 ergiebt. Nimmt man dagegen an , dass 
die Erde bloss aus homogenen concentrischen Schichten bestehe, so erhält 
man ein Rotationsellipsoid, für welches folgender von Clairaut*) gefun- 
dener Satz 

72 
990 —90+ P9q = 2^ 

gilt. Hierin bedeuten g^ und ^90 die beobachtete Schwere am Aequator 

72 
und am Pole, -r^ aber die Centrifugalkraft am Aequator. Da nach dem Vor- 

72 jp ' 

hergehenden^o=9,78048, ^90—^0 =0,05091, — = 43r2—= 0,03367 

ist, so giebt die letzte Gleichung für die Abplattung der Erde p = Y292» 
was mit dem auf geodätischem Wege gefundenen Werthe gut stimmt. 

§. 73. Winkel der Verticalen mit dem Erdradius. Wir bestimmen 

noch die Grösse dieses Winkels für den Ort P unter der Annahme, dass 
die Erde ein Rotationsellipsoid ist und die Verticale auf demselben senk- 
recht steht. Letztere liegt dann der Symmetrie zufolge jedenfalls in der 
Meridianebene des Ortes P, d. h. in der durch P und die Erdaxe BB' 
gelegten Ebene. Diese schneidet aber die Erde in einer Ellipse ÄPB, 
deren kleinere Axe J5J5' = 2h im Mittelpunkte auf der grösseren Axe 
AÄ^ = 2 a senkrecht steht. Auf letzterer Axe liegen gleichweit von O 
entfernt die beiden Brennpunkte F, G, so dass FP + ffP = 2a ist, 
welche Gleichung als Definition einer Ellipse gelten kann. Liegt die Nor- 
male des Ellipsoides aber in der Ebene AGB, so muss sie mit der Nor- 
male PN der Ellipse zusammenfallen, indem die Tangirungsebene des 
Ellipsoides auch die Ellipse tangiren muss. Die Normale PN ist aber 
nichts aifderes, als die Halbirungslinie des Winkels FPQ-, da sich zeigen 
lässt, dass die zu PN senkrechte Linie P T die Ellipse in keinem Punkte 
schneidet und daher die Tangente der Ellipse im Punkte P ist. Würde 
nämlich die Linie PT in ihrem Punkte K die Ellipse schneiden, so wäre 
der Grundeigenschaft der Ellipse zufolge FK -{- QK = 2a, Ist dann 
H der Punkt der Linie GP, für welchen. G^J?= 2 a und daher PH=PF 
ist, so sind die Dreiecke PFK und PHK congruent, da auch die Win- 
kel FPK und KPH der Construction zufolge gleich sein müssen. Es 
ist daher auch FK = KH und somit 



*) Clairaut, Theorie de la figure de la terre. Paris 1743. 
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2a= GK + KH= GH, 

welche Gleichung unmöglich ist, da in dem Dreiecke GKH stets zwei 
Seiten grösser sein müssen als die dritte. Da aber der Punkt K will- 
kürlich ist, so folgt aus dem Vor- 
hergehenden wirklich, dass die 
Linie P T die Ellipse in keinem 
Punkte schneiden kann. 

Da in dem gleichschenkligen 
Dreiecke FPH der Winkel bei 
P durch die Linie PT halbirt 
wird, so ist FHJ_PT und da- 
her auch FH II PN. Ist N so- 
mit der Durchschnittspunkt der 
Normale PN mit der grossen 
Axe ÄÄ\ so sind die Dreiecke 
FGH und ^ÖP einander ähn- 
lich und es ist, wenn 0F= G 
= e gesetzt wird, 

FN = ^PH = -PF. 
EG a 

Ist Q der Fusspunkt des von P auf die grosse Axe AA! gefällten 
Lothes und wird 

OQ = x, PQ = y, 
POQ = (p, PNQ=<p' 
gesetzt, so hat man aus den rechtwinkligen Dreiecken FPQ und GPQ: 
FP^ = y^ + (x — ey = FG^ — (x + e)^ + (x^e^ 

= (2a — 1^P)2 ■-- 2x . 2e = 4:a^ — 4a . FP + FP^ — 4ex, 
woraus sogleich 




folgt. Somit ist auch 



ex 
FP = a — — 
a 



e / ex\ 
QN—x — ON=±x - (e — FN) = x — e + —\a — —\ 



a2 



a« 



a _ 52 



indem aus dem Dreiecke OFB, in welchem FB = a sein muss , 5^ = 
a* — e^ folgt. ^ Für die Winkel 9, 9' hat man nun 



V , y <^^ y 

^ X QN h^ X 



und daher auch 



a2 



tanq> = -^tanq)'. 



7* 
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Aus dieser Gleichung kann man nun für ein gegehenes q)' den zu- 
gehörigen Werth von 9 finden und umgekehrt. Die Differenz (9)' — tp) 
dieser Winkel ist aber der Winkel, den die Verticale im Orte P mit dem 
Erdradius bildet. Nennt man die Abplattung der Erde i?, so ist noch 

a — b ^5 , 

— -—=!>, -7 = 1— 1>, 
a a 

tan 9? = (1 — 1))2 ta/n 9'. , 
Der Winkel 9' ist die Polhöhe des Ortes P oder dessen geographi- 
sche Breite, dieselbe kann durch astronomische Beobachtungen ermittelt 
werden, da die Richtung der Verticalen (PN) immer durch das Senkblei 
oder die Wasserwage gegeben ist. Der Winkel (p dagegen heisst die 
geocentrische Polhöhe des Ortes P. 

Für j) = -i—, 9?' = 45® giebt die letzte Gleichung 9) = 44« 48' 

29" und daher 9?' — 9 = 11' 31". 

In dem Dreiecke PFQ ist P Q^ = PF^ — FQ^ oder den früheren 
Gleichungen zufolge 



9' 



= («-?)'- <^-^>' = a^-e^- ^»(l-5) = l.*-a=^^\ 



woraus sich als Gleichung der Ellipse 

a« ■*" 52 



-4-^=1 



ergiebt Diese Gleichung kann aber dazu dienen, die Entfernung r des 
Punktes P vom Mittelpunkte der Erde zu berechnen , falls a und b be- 
kannt sind, es ist nämlich x = rcosq)^ y = rsinq) und daher 

r2 = = a^h^ ! 2L-2~ = a^ ■ y— • 

€08 (p^ sinq)^ h^ + a^tanq)^ 1 + tanq) '^ . 

Bessel berechnete aus allen Gradmessungen die Länge des Qua- 
dranten (AB) des Erdmeridians zu 10,000874,44 Meter, die Abplattung 

aber zu » Hieraus fand er den Erdradius des Aequators 

a = 6377398'»,178, den der Pole aber b = 6356079^587. 

§• 74, Foucault's Pendelversuch *). Das Pendel liefert uns noch einen 

ferneren directen Beweis für die Axendrehung der Erde ; dazu darf es aber 
keine vollständige Axe, sondern nur einen einzigen festen Punkt haben, 
so dass es ohne Hindemiss in einer beliebigen verticalen Ebene schwin- 
gen kann. Nahezu wird diese Bedingung dadurch erfüllt, dass man eine 
schwere Kugel an einem langen biegsamen Drahte aufhängt, so dass der 

*) L. Foucault, Comptes Rendus de l'Acad. des sc. Paris, XXXV, 1852; 
Poggendorfifs Annal. d. Physik u. Chemie, Bd. LXXXII, S. 458. 
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Widerstand des Drahtes gegen eine Drehung der Schwingungsehene ver- 
schwindend klein ist. Schwingt ein solches Pendel am Pole der Erde, so 
wird trotz der Axendrehung der Erde sein Schwerpunkt in derselben 
Ebene im Räume fortschwingen, da ja die Richtung der Schwere sich 
hierbei im Räume nicht ändert; die Schwingungsebene des Pendels wird 
daher seine Lage gegen die ebenfalls im Räume fixe Sonne nicht ändern, 
und es wird für einen Beobachter auf dem Pole daher so aussehen, als ob 
die Schwingungsebene des Pendels sich gedreht hätte in demselben Sinne 
and mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit, mit der die Sonne sich um 
die Erde zu drehen scheint. 

Am Aequator dagegen ist die Drehung eines solchen Pendels für 
einen Beobachter auf der Erde Null. Dies ist alsogleich einleuchtend, 
wenn das Pendel in der Ebene des Aequators selbst oder senkrecht dazu 
im Meridiane schwingt, indem dann kein Grund vorhanden ist, warum 
die Schwingungsebene sich eher in dem einen als in dem anderen Sinne 
drehen sollte. Dias muss nun auch für jede andere Schwingung gelten, 
denn eine solche kann ja als Drehung um eine Axe in zwei Drehungen 
zerlegt werden, wo von. die eine im Meridian, die andere im Aequator vor 
sich geht und die daher ihre Lage nicht ändern. — Die Unbeweglichkeit 
der Schwingungsebene am Aequator geht auch daraus hervor, dass in 
diesem Falle die Yerticale mit dem Rotationsradius zusammenfallt und 
so durch die Axendrehung der Erde an dem Verhältniss der letzteren 
zum Pendel nichts geähdert wird. 

Schwingt nun das Pendel in einem Orte P der Erde, dessen geo- 
graphische Breite (p ist, so lässt sich die Rotation der Erde um ihre Axe 
MB' in eine Rotation um den Halbmesser OP und in eine Rotation um 
den Halbmesser OQ zerlegen, wo OQ in der Ebene JBOP senkrecht sein 
soll zu OP. Und zwar muss nach §. 52, wenn q die Winkelgeschwin- 
digkeit um J5J5' bedeutet, die Rotation um OP mit der Winkelgeschwin- 
digkeit Qsinq) vor sich gehen. Nach der Schlussbemerkung des §.52 
können wir ferner noch annehmen, dass die Axen OP und Q der com- 
ponirenden Drehungen gleich schnell mit dem Punkte P um die Axe BB' 
der resultirenden Drehung rotiren. Dann verhält sich in jedem Momente 
das Pendel gegen die Rotation um Q wie ein Pendel am Aequator, ge- 
gen di^ Rotation um OP aber wie ein Pendel am Pole. Erstere Rotation 
hat somit auf die Lage der Schwingungsebene keinen, Einfluss; letztere 
muss sich aber in Folge der Rotation um OP in entgegengesetztem 
Sinne mit derselben Winkelgeschwindigkeit Qsinq) drehen. 

Da die Drehung um OP in demselben Sinne wie um BB' stattfin- 
det, so sehen wir, dass die Schwingungsebene des Pendels sich im Orte 
P der Erde mit der Winkelgeschwindigkeit Q sin (p im Sinne der schein- 
baren Bewegung der Sonne dreht. Für die nördliche Hemisphäre muss 
sich also die Schwingungsebene in der Richthng von Ost nach Süd, 
West etc. drehen. Da Q in 24 Stunden 360^ beträgt, so beträgt für einen 
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Ort P mit der geographischen Breite (p = 50^ die Drehung der Schwin- 
gungsehene in einem Tage 2750 46' 34" und in einer Stunde 11^29' 26". 

§. 7Ö. Gegenseitige Anziehung zweier Kugeln. Es seien M und M' 

die Massen zweier Kugeln, die aus homogenen concentrischen Schichten 
zusammengesetzt sein sollen, a sei die Entfernung ihrer Mittelpunkte O, 
0'. Nach §. 69 wirkt die Kugel M auf jedes Theilchen der Kugel M' und 
somit auf die ganze Kugel iM' so, als ob ihre Masse M in ihrem Mittel- 
punkte vereinigt wäre. Die Wirkung der Masse M in auf die Ku- 
gel M' muss aber dem Principe der Gleichheit der Wirkung und Gegen- 
wirkung zufolge gleich sein der Wirkung der Kugel itf ' auf die Masse M 
in 0, welche eben so gross ist, als ob die Masse M* in ihrem Mittelpunkte 
0' vereinigt wäre. Die beiden Kugeln wirken also so aufeinander, als 
ob ihre Massen bloss in den zugehörigen Mittelpunkten angehäuft wären, 

. ^ MM' 
und es ist daher die Anziehung derselben gleich / — — zu setzen. 

Dem Gesagten zufolge wirkt auf die Masseneinheit der Kugel M 

, M* . M ' 

die Kraft / — r-, auf die Masseneinheit der Kugel* JH^ die Kraft — r-; die 

beiden Kugeln werden daher, wenn sie frei sind, sich mit den Accelera- 

M' M 

tionen /— r- und/— r- einander nähern. Ist nun auf der Linie 00* etwa 

S der Schwerpunkt der beiden Massen üf, itf', so muss oflFenbar sich ver- 
halten 

OS: OS' = M' : M, 

nach dem äusserst kurzen Zeittheilchen t werden jedoch OS und OS' 
übergegangen sein in 

M^ 

und in 

welche Ausdrücke sich noch immer wie M! : M verhalten. Die Lage 
des gemeinsamen Schwerpunktes ändert sich also nicht bei der Bewegung 
der beiden Kugeln in Folge ihrer gegenseitigen Anziehung. 

Fragt man jedoch wie in der Astronomie nur nach der relativen 
Bewegung der beiden Kugeln und betrachtet etwa die Kugel M* als 

ruhend, so muss man der Kugel M die Beschleunigung erthei- 

len, damit die beiden Kugeln wirklich in der richtigen Entfernung blei- 
ben. Es ist dann so, als ob auf die Kugel ilf eine Kraft/ M 

wirken würde. Auf diese Weise erklärt sich die kurze aber unprä- 
cise Ausdrucks weise der Astronomie, nach welcher z. B. die von der Sonne 



I 



OS-l/^r^ 
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auf die Erde ausgeübte Anziehung proportional ist dem Producte aus 
der Masse der Erde in die Summe der Masse von Erde und Sonne, da- 
gegen umgekehrt sich verhält wie das Quadrat der Entfernung ihrer 
Mittelpuntte. 

Mittlere Dichte der Erde. Nennen wir die mittlere Dichte der §. 76. 

E 
Erde etwa D, so ist ihre Masse iR^scI) und die Gleichung g =/— - 

des §. 70 geht über in 

g=f\7tBI), 
aus welcher Gleichung sich eine der Grössen / und D ergiebt , wenn die 
andere bekannt ist. 

I. Die Grosse / kann man aber nach Oavendish*) auf folgende Art 
durch den Versuch finden. Die Enden eines horizontalen Holzstabes von 
der Länge 2^, der in seinem Mittelpunkte an einem langen Drahte 
aufgehängt ist, tragen zwei Bleikugeln, jede von der Masse /it. Bedeutet 
G den Torsionscoefficienten des Drahtes, t aber die Schwingungsdauer 
der eben beschriebenen Dreh wage, so ist nach §. 68 : 



'^Vf' 



wo das Trägheitsmoment T= 2fiÄ2 gesetzt werden kann, wenn die 
Masse des Holzstabes vernachlässigt wird, die Bleikugeln aber als Punkte 
betrachtet werden. Somit ist 

Den Kugeln (i konnten aber in derselben Horizontalebene und in 
derselben Entfernung von grössere Bleikugeln von der Masse m ge- 
nähert werden, die an einem Arme befestigt warep, dessen verticale Dre- 
hungsaxe unterhalb lag. Befanden sich die Mittelpunkte der grossen 
und kleinen Kugeln um die kleine Grösse a von einander entfernt, so 
hatten die kleinen Kugeln eine sehr geringe Verrückung n aus ihrer 

Ruhelage erlitten. Da dieser Verrückung ein Winkel von — bei ent- 

spricht, so mussten die grossen Kugeln auf die Drehwage das Drehungs- 

moment C-j- ausgeübt haben. Die Anziehung der Kugel m auf die Ku- 

gel ft ist gleich/ — —, und da wegen der Kleinheit von a dasselbe als 

senkrecht zu 2h betrachtet werden kann, so entspricht derselben ein 
mp 

Kugeln 



Drehungsmoment — ^ h. Somit hat man mit Berücksichtigung aller vier 



*) Cavendish, Phil. Trans.' LXXX VIII.; Gilbert^ Anualen Bd. U. 
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^ .Witt , ^n ^ ^^ , 

^ a^n 

^ r^ ♦» 
Ißt r der Radius einer der grösseren Kugeln, 8 aber ihre Dichte, so 
hat maii m = ^r^nd und daher 

3 n a^n 

^ ~ T t2 ^' 
und wenn man diesen Werth für / in die erste Gleichung setzt 



i) = r2-^ 



r2 8 



ä2 a^nÄ 

Bei einem von Cavendish wirklich ausgeführten Versuche war in 
englischem Maasse r = 6", a =: 8", n =p",75 und r = 840 Secun- 

den; femer ist — r oder die Länge des einfachen Secundenpendels gleich 
%^ 

39",14, It = 21,000000' und 8 = 11,5, wenn die Dichte des Wassers 
gleich 1 gesetzt wird. Diese Zahlen geben D = 5,48. 

Da die Grösse keineswegs vollkommen constant ist, besonders mit 
der Temperatur schwankt, so empfiehlt es sich, die Anziehung zweier 
Massen statt durch die Torsion eines Drahtes durch ein Gewicht zu mes- 
sen, indem man den Holzstab bifilar aufhängt. Die dazu nöthigen For- 
meln wurden schon im §.67 entwickelt. Derartige Versuche, welche 
Reich*) der gleichförmigen Temperatur wegen in einem Bergwerke zu 
Freiberg anstellte, ergaben D = 5,583, wobei der mögliche Fehler wahr- 
scheinlich + 0,015 nicht übersteigt. Diesem Werthe von J) entspricht 
beiläufig / = 0,000 000 065 5. 

II. Kennt man für einen Ort der Erde das Verhältniss der Werihe 
(9^ Gr\ welche die Acceleration der Schwere an der Oberfläche und in der 
Tiefe h hat, und kennt man dann noch die mittlere Dichte 8 der Erde 
zwischen der Oberfläche und dieser Tiefe, so kann man hieraus ebenfalls 
die mittlere Dichte D der Erde berechnen **). Die Grösse g setzt sich 
nämlich zusammen aus der Anziehung einer Eugelschale von der Dicke 
h und einer Kugel, deren Radius wir JR nennen wollen. Die Dichte die- 
ser Kugel kann aber offenbar gleich D gesetzt werden, da die Kugel sich 
nur durch eine sehr dünne Schale von der ganzen Erde unterscheidet. 
Da nun beide Theile so wirken, als ob ihre gesammte Masse im Mittel- 
punkte der Erde vereinigt wäre, wenigstens unter der Annahme, dass sie 
aus homogenen concentrischen Schichten gebildet sind, so hat man die 
Gleichung 



*) Abhandl. der mathem. - physikal. Klasse der KonigL Sachs. Gesellsch. d. 
Wissensch. Bd. I. 1852. 

**) M. W. Drobisch, Pogg. Annal. Bd. X. 1827. 
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[(ii + hY — B3] d + B^B 






■fi^ 



(B+Ä)8 + B 



0+^y 



Vernachlässigt man nun zweite und höhere Potenzen des kleinen 
Bruches — , so ist 

g=fin\(B + Ä)a + (D - 8) (JJ- 2Ä)] =/|ä [(JB^ 2ä)D + 3Ä8]. 

Für die Tiefe Ä hat man aber, da hier die Anziehung der Kugel- 
schale Nxdl ist, 



somit ist femer 



und schliesslich 



f=i[<«-2« + a4] 



D « V G^/ 3Ä 

Mit elektrischen Signalen fand Airy*) in einem Kohlenbergwerke 
zu Harton in Cornwall, dass in einer Tiefe von 383 Metern eine Uhr 
täglich um 2 V4 Secunden schneller**) ging als an der Oberfläche. Nach Glei- 
chung 13, §. 62 ist somit für das Pendel dieser Uhr — = r ^M 

und daher sehr nahe 1 — -^ = ',J^ = -tttttt:' 

a 86402 19200 

R 
Da femer ~ = 16000 ist, und die mittlere Dichte d des Gesteins, 
hf 

in dem sich das Kohlenbergwerk befindet, gleich 2,5 ist, so giebt die 

letzte Gleichung D = 6,566. 

IIL Einen beiläufigen Werth für D erhielt Maskelyne***) durch 
astronomische Beobachtung der Polhöhen q>, (p' zweier Orte P, P' an der 
nördlichen und südlichen Abdachung der Bergkette Shehallien in Schott- 
land, deren Zug ziemlich isolirt von Ost nach West verläuft. Der Unter- 
schied q) — y' war nämlich grösser als die aus der bekannten Ent- 
fernung der beiden Orte P, P' berechnete Breitendifferenz a. Der 
Berg hatte also die Verticale in den beiden Orten um den Winkel 



*) Phil. Trans. 1866. — Pogg. Annal. Bd. XCVII, 8. 599. 
**) G ist also gf-össer als ^, und es ist nicht G <, g, wie in einem neueren 
Lehrbuche der Experimentalphysik auseinandergesetzt ist. 
♦*♦) Phil. Trans. 1775, 1778. 
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w — qp' — « 

o = abgelenkt Befindet sich daher irgend ein einfaches 

^ ' 

Pendel (m, l) in den Orten P, P' in seiner Ruhelage, so übt die Anziehung 
der Erde als Kugel betrachtet auf das Pendel das Drehungsmoment 
ml sin S aus; demselben wird aber das Gleichgewicht gehalten durch das 
aus der Anziehung des Berges resultirende Drehungsmoment. Letzteres 
ist aber von der Form f ml A, wo Ä nur abhängt von der Masse und 
der Lage des Berges gegen m. Diese als bekannt vorausgesetzt, hat man 

- . sind ^ ^ S g A 
dann / == — j- und J) = -r ^ -> . .^ • 
A 4 Ä Bstno 

Da nun die Gestalt des Berges im Grossen ziemlich einfach ist und 

seine Dichte aus der bekannten geognostischen Zusammensetzung resul- 

tirt, so konnte Maskelyne A näherungsweise berechnen, und fand so die 

mittlere Dichte der Erde nahezu gleich 5. 



m. Allgemeine Gravitation. 

§. 77. Die Schwere ein specieller Fall der allgemeinen Gravitation. 

Auch zwei Massentheilchen m, m', die sich auf verschiedenen Körpern 

unseres Sonnensystems in der Entfernung r befinden, ziehen sich nach 

mm 
dem Ges^ze / — r— nicht nur der Form , sondern auch der Intensität 

nach an, indem / immer denselben "Werth wie bei der Anziehung irdi- 
scher Massen hat. Als Beweis dafür kann die Bewegung des Mondes um 
die Erde dienen, welche ebenso wie die Bewegung des Planeten um die 
Sonne eine Folge der allgemeinen Gravitation ist. 

Die Kraft, welche die Bewegung des Mondes hervorbringt, d. i. die 
Anziehung der Erde auf denselben, muss nach §. 37 in eine normale Com- 

1)2 ^ . ^v 

ponente — und in eine tangentielle Componente m — r- zerfallen. Nimmt 

man, was für unseren Zweck genügt, an, dass der Mond genau einen 
Kreis um die Erde beschreibe, so fallt Q der Grösse und Richtung nach 
genau mit dem Radius a der Mondbahn und daher auch mit der Rich- 
tung der Anziehung zwischen Mond und Erde zusammen. Somit ist die 
tangentielle Componente gleich Null und die Geschwindigkeit v des Mon- 
des in seiner Bahn constant. Für die normale Componente hat man 
aber, wenn m die Masse des Mondes, E die der Erde bedeutet, 
^mE v^ ^ av^ 

^-^ = "*ä' •^=^' . 

welcher Werth von / in die erste Gleichung des §. 70 gesetzt 
^ — B^ ~ B^\ T ) ~ R^ T2 
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giebt, wenn T die ümlaufszeit des Mondes bedeutet. Da nun T = 27 
Tage 7^^ 43«" = 39343 X 60 Secunden, 27t B = 40,000,000 Meter und 
a nahezu = 60i? ist, so giebt die letzte Gleichung 

2nB /ay 2n . 40 ,000,000 . 60 _ 
g = 2n-^ [^) 39343« " ^ '^' 

welcher Werth von g mit dem aus irdischeh Beobachtungen abgeleiteten 
Werthe so gut stimmt, als nur erwartet werden konnte. 

Eigenschaften jeder Centralbewegung. Eine Kraft, welche wie §. 78. 
die Anziehung der Erde auf den Mond, oder die der Sonne auf die Plane- 
ten immer nach demselben Punkte (Erde, Sonne) gerichtet ist, heisst eine 
Centralkraft, der Punkt 0, nach dem sie stets gerichtet ist, der Cen- 
tralpunkt, die Entfernung des angezogenen Körpers A vom Central- 
punkte der Radius vector, die vom Punkte A unter dem Einflusseder 
Centralkraft eingeschlagene Bewegung aber eine Centralbewegung. 
Nach welchem Gesetze aber auch eine Centralkraft mit der Länge des 
Radius vector sich ändert, so gilt doch immer der folgende Satz: 

„Bei jeder Centralbewegung beschreibt der Radius vector in 
gleichen Zeiten gleiche Flächenräume." 
Um dieden Satz zu beweisen, betrachten wir ein sehr kurzes Zeit- 
theilchen t. Während desselben würde der Schwerpunkt des angezoge- 
nen Körpers in Folge der Centralkraft auf der Linie A etwa von A 
bis C gelangen, in Folge der Trägheit aber auf 
^^^* ^^' einer Linie A X etwa von A bis B. Am Ende des 

Zeittheilchens t ist daher der Körper in D, wo- 
bei 4 JB # CD. Während eines nächsten ebenso 
grossen Zeittheilchens t würde nun der Körper 
in Folge der Centralkraft von D in der Rich- 
tung nach etwa bis F gelangen, in Folge der 
Trägheit aber auf der Linie AD einen Pimkt 
E erreichen, so zwar, dass DE =,AD ist. 
Ist nun FG # DE, so ist Q der Ort des Be- 
weglichen am EndiB des zweiten Zeittheilchens. 
Nun ist aber in Folge gleicher Grundlinien und 
Höhen 
A^1>0 = /\DEO, ^DEO = ^DGO, 
und daher auch £\ADO =^ ^DGO, Diese beiden Dreiecke sind aber 
die vom Radius vector während der zwei kurzen Zeittheilchen t beschrie- 
benen Flächen. Dasselbe wird also auch für alle folgenden kleinen Zeit- 
theilchen r gelten, immer wird der Radius vector dieselbe Fläche wäh- 
rend eines solchen Zeittheilchens zurücklegen. Hiermit ist aber auch der 
angeführte Satz bewiesen, da wir ja durch Addition von gleichviel auf- 
einanderfolgenden äusserst kurzen Zeittheilchen r zwei gleiche beliebig 
grosse Zeiten erhalten können. Betrachtet man ungleiche Zeiten, so wer- 




Digitized by 



Google 



108 Schwere. 

den die vom Radius vector beschriebenen Flächenräume sich ofifenbar 
verhalten wie diese Zeiten. Nennt man daher F den der Zeit t entspre- 
chenden Flächenraum, so ist 

F = M 1) 

wo Ic eine für die betrachtete Centralbewegung constante Grösse be- 
deutet. 

Der eben bewiesene Satz lässt sich auch umkehren. Denn sind die 
Dreiecke 42)0 und BOG gleich, so muss, da unter allen Umständen 
^ABO = ^DEO ist, auch ^J)EO = ^J)OQ sein. Hieraus folgt, 
dass 6^^ II DO ist, dass also 2>ö wirklich die resultirende Bewegungr 
ist aus einer Bewegung in Folge der Trägheit und einer Bewegung in 
Folge einer in der Richtung DO wirkenden Kraft. Man kann somit 
sagen: 

„Werden bei einer Bewegung vom Radius vector in gleichen 
Zeiten gleiche Flächenräume zurückgelegt, so ist dies eine Cen- 
. tralbewegung." 

Ist V die Geschwindigkeit in irgend einem Orte der Bahn, 8 aber 
der senkrechte Abstand des Punktes von der in diesem Orte an die 
Bahn gelegten Tangente, so wird an dieser Stelle der Bahn während des 
kurzen Zeittheilchens r vom Radius vector eip Dreieck beschrieben, des- 

sen Flächeninhalt vt-^ beträgt. Da nach dem Vorhergehenden dieser 

Flächenraum auch gleich lex ist, so hat man 

vs = 2'k 2) 

oder den Satz: 

„Bei jeder Centralbewegung verhalten sich die Geschwindig- 
keiten an verschiedenen Orten der Bahn verkehrt wie die vom 
Centralpunkt auf die Tangenten in di'esen Orten gefällten Lothe.** 

§. 79. Aufidruck der Kraft bei der Centralbewegung. Es sei P der 

Ort des Schwerpunktes des bewegten Körpers zu einer gewissen Zeit, PT 
die Tangente an die Bahn in diesem Orte und der Centralpunkt. In 
der Richtung der Tangente wirkt die tangentielle Componente der be- 
wegenden Kraft mit der Intensität PT = mlim --r- , senkrecht zu der- 

selben aber die normale Componente P'M = m — • Soll die Bewegung 

eine Centralbewegung sein, d. h. bloss durch eine Kraft PZ in der Rich- 
tung des Radius vector PO=-r hervorgebracht werden, so muss PZ die 
Resultante von PT und PN, und also PN ZT ein Parallelogramm sein. 
Hieraus folgt erstens, dass PN in der Ebene TPO liegt und ydass daher 
nach Verlauf einer sehr kurzen Zeit der bewegte Körper noch immer in 
der Ebene TPO sein wird; da aber für jedes folgendö kurze Zeittheil- 
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chen immer dasselbe gelten wird, so sieht man hieraus, dass überhaupt 
die ganze Centralbewegung in einer und derselben Ebene vor sich gehen 
muss. Nennen wir den Winkel OPN, welchen 
der Radius vector mit dem Krümmungshalb- 
messer Q bildet, etwa a, so hat man ferner, da 
der Winkel PNZ = 90» ist 

PN mv^ 

COS PN Qcosa 
Da die Länge der von auf die Tangente 
PT gefällten Senkrechten oflFenbar = rcosa 
ist, so hat man der Gleichung 2) zufolge: 
V . rcosa = 2h 
und daher schliesslich als Lösung der gestellten Aufgabe 

MZ = ^^, 3) 

Qr^cosa^ 

Bahn der Centralbewegung bei' der Gravitation« Bedeutet M §. 80. 
die Masse der Sonne, m die Masse eines von ihr um r entfernten Plane- 

ten, so wird derselbe von der Sonne mit der Kraft /- — ^ angezogen. Wäre 

die Sonne im Räume vollkommen fest, so würde diese Kraft die Central- 
bewegung Mes Planeten bewirken. Die Sonne ist jedoch frei und geräth 
durch die Anziehung des Planeten ebenfalls^ in Bewegung, die nur darum 
so gering ist, wäil da eine so viel grössere Masse zu bewegen ist. Sonne 

und Planet suchen sich also nach §.75 mit der Beschleunigung/ — 

einander zu nähern, und die auf den Planet ausgeübte bewegende Kraft 

ist daher/ — m. Somit haben wir der Gleichung 3) zufolge 

Qr^cosa^ "" ' r^ *^' 

wo C eine für den betrachteten Planeten constante Grösse bedeutet. Da 
wir aus §.79 schon wissen, dass die Bahn des Planeten eben sein muss, 
so kann man mittelst der in Gleichung 4) enthaltenen, geometrischen 
Eigenschaft dieser Bahn ihre Gestalt bestimmen. Man findet da, dass 
alle Kegelschnittslinien die Gleichung 4) erfüllen. Von diesen können 
natürlich nur die geschlossenen Curven, Ellipse und Kreis, bei der Be- 
wegung der Planeten in Betracht kommen, da dieselben ja von Zeit zu 
Zeit immer an derselben Stelle des Himmels erscheinen. Die nicht ge- 
schlossenen Kegelschnitte, Parabel und Hyperbel, hauptsächlich aber die 
erstere, kommen dagegen bei der Bewegung der Kometen in Betracht. 
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Fig. 30. 




Wir begnügen uns jedoch hier mit dem Nachweise, dass der Gleichung 4) 
wirklich durch eine Ellipse Genüge geleistet wird. 

Es seien ÄÄ' = 2a, BB' =25 
grosse und kleine Axe einer Ellipse, 
JF, 6r ihre Brennpunkte, N aber der 
Durchschnittspunkt der grossen Axe 
mit der Normale der Ellipse im Punkte 
P, letztere Linie halbirt also den Win- 
kel OPF (§. 73). Indem wir setzen 
PF = r, PNF = 9, 
NPF = a 
haben wir für einen sehr nahe gelege- 
nen Punkt P' der Ellipse 
P'F = / + dr, PN*F = 9 4- ^9, N'P'F = a + z/a, 
wo ^r, ^9, ^(x. sämmtlich sehr kleine Grössen sein müssen. Die sehr 
nahe gelegenen Normalen PN und P'N* schneiden sich aber in einem 
Punkte t/, welcher als Krümmungsmittelpunkt des Stückes PP' betrach- 
tet werden kann. Da also PTJ •= P T] -=. q ist, so ist auch 

PP' = qPUP' = qNUN' = q(PN'F — PNF) = q . ^(p; 

aus dem Dreiecke PFP' aber erhalten wir, da PP' als gerade und senk- 
recht zu MN betrachtet werden kann, 

PP^ _ sin PFP' _ sinjNFP — N'FP') _ sin.(J(p + ^a) 
P'F~ sinP'PF~ sm(90ö 4- a) ~ cosa 

Da nun d^) und z/a äusserst kleine Winkel sind, so kann man ihre 
Cosinusse gleich Eins, ihre Sinusse aber beziehungsweise gleich den Bo- 
gen -^9 und da setzen; die letzte Gleichung geht also durch Entwick- 
lung von sin(d(p ■\- da) über in 

cosa ^ ' ' cosa^ ^ ^ ^ cosa^ ^ 

Von den zwei Gliedern im zweiten Theile dieser Gleichung kann 
aber das zweite gegen das erste vernachlässigt werden, weil es von der 
zweiten Ordnung der Kleinheit ist, und wir ja schon das erste Glied be- 
liebig klein machen können. Somit haben wir mit Berücksichtigung des 
früheren Werthes von PP 



PP' = 



cosa 



(d(p -4-zia) = Q d(p, 



oder 



9 = -^(l + 
cosa \ 






5) 



Da nach §. 73 NF = —PF ist, so giebt A ^NF 
a 



stna 
simp 



NF 
PF 



e 
a 
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demzufolge ist entsprechend für den Punkt P ' 

e sin(a + ^a) üna + Cösa . z/a 

und daher auch 

e cosa z/a 

a coB^> z/9) 
Hierdurch geht Gleichung 5) über in 

cos« \ acosa) cos« \ sinipcoscc/ 

r sin(g>'-\- a) 

cosa^ sinq> 
In dem Dreiecke NFP verhält sich femer 

FN ' sm(180 — « — q>) sin(a + q>) 

r sinq> sin(p 

demzufolge a 

_ PN 
^ cosa^ 

wird. Da nach einer früheren Gleichung NF = — r und daher NGr 
=: 2a r ist, so geben die Dreiecke NFP und NGP 

üb 

(LA = PNI -(- r2 — 2PN. rcosa 

f2a— — ry= PN^ + (2a — r^ — 2PN(2a —r)cosa. 

Subtrahirt man diese Gleichungen von einander und bemerkt, dass 
e^ = a^ — 52 igt^ gQ erhält man 

PN . cosa = — , 
a 

und hat daher schliesslidi 

52 



^ — , 6) 

Das Product Qcosa^ ist also für die Ellipse, wie es Gleichung 4) 
erfordert, wirklich constant. 

Ausdruck für die Umlaufszeit. Die Gleichungen 4) und 6) §. 81. 
geben 

b« _ 4 A;2 

a ~fiM+my 
welche Gleichung eine bemerkenswerthe Form annimmt, wenn man k 
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ausdrückt durch den Flächeninhalt F der Ellipse und durch die Umlaufs- 
zeit Ty d. i. die Zeit, welche der Planet braucht, um die ganze Ellipse 
einmal zu durchlaufen. Da nämlich F der vom Radius vector während 
der Zeit T beschriebene Flächenraum ist, so hat man nach Gleichung 1) 

F 

Je = —' Den Flächeninhalt der Ellipse findet man auf folgende Weise. 

Um den Mittelpunkt der Ellipse beschreiben wir einen Kreis mit dem 
Badius OÄ = a-, durch den Punkt P der Ellipse ziehen wir eine Linie 
senkrecht zur grossen Axe AA\ welche dieselbe im Punkte Qy den Kreis 
aber im Punkte iS schneidet, dann ist der Gleichung der Ellipse (§. 73) 
zufolge 
_OQl PQ^ _ OS^ - SQ' PQ' ^ _ SQ^ PQ^ 
a2 ■+■ feä — ^2 +52 a« "^ 62 





OS^ 




, PQ' 


= 


1 




s«» 


PQ' 


SQ_ 


u 






0» 


6« ' 


PQ~ 


b 





Da wir uns nun die ganze Ellipse und den ganzen Kreis in Linien 
wie PQ und iSQ zerlegt denken können, so ergiebt sich durch die Sum- 
mirung dieser Linien^ dass auch die Kreisfläche sich zur Fläche der 
Ellipse verhält wie a zu b. Somit ist 

3ra2 a _ , , ^«^ 

-^ = -, F=titah, Ä; = -^, 

welcher Werth von Je in die /rubere Gleichung gesetzt 

giebt. Vernachlässigt man hierin die kleine Masse der Planeten gegen 
die grosse Masse der Sonne, so wird 

T^ = ^a^:= C'a^ 8) 

wo dann C eine für jeden Planeten constante Grösse bedeutet. 

Ein specieller Fall der letzten Gleichung ist die im §. 77 für den 

Mond abgeleitete Beziehung T^ = — — • 

§. 82. Keppler'sche Gesetze. Die Gleichungen 1), 6) und 8) enthalten die 

berühmten von Keppler aus den Beobachtungen empirisch abgeleiteten 
Gesetze. Dieselben lauten: 

I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem 
Brennpunkte sich die Sonne befindet; ' 

IL der von der Sonne zu einem Planeten gezogene Radius 
vector beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flächenräume; 

III. die Quadrate der Umlaufszeiten verschiedener Planeten 
verhalten sich wie die dritten Potenzen der halben grossen Axen 
ihrer Bahnen. 
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In Bestätigung seaner Hypothese von der allgemeinen Gravitation 
wies Newton*) nach, dass aus den vorhergehenden Erfahrungsgesetzen 
noth wendig folgt, dass die Planeten von der Sonne proportional ihren 
Massen und proportional den umgekehrten Quadraten ihrer Entfernungen 
angezogen werden. Das zweite dieser Gesetze beweist nämlich dem §.78 
zufolge, dass die Bewegung eines Planeten durch eine Kraft hervorge- 
bracht wird, die auf ihn immer in der Richtung der Sonne wirkt , was 
wir eben dadurch ausdrücken, dass wir sagen, der Planet werde von der 

Sonne angezogen. Nach §.79 muss überdies diese Bj-aft ffleich ■ :, 

® TQCOSa^^ 

sein; da aber dem ersten Keppl er' sehen Gesetze zufolge die Bahn des 

Planeten eine Ellipse ist, so geht der letzte Ausdruck über in ^ • 

Das erste G-esetz beweist hiernach, dass die Anziehung des Planeten durch 
die Sonne umgekehrt proportional ist dem Quadrate der Entfernung von 
Planet und Sonne. Ist T die ümlaufszeit des Planeten, so ist, wie wir 

gesehen, dem ersten und zweiten Gesetze zufolge k = ——, wodurch 
der letzte Ausdruck für die Anziehung übergeht in — =5 — m. Dem drit- 

ten Gesetze zufolge ist nun 7=7 für alle Planeten constant, die Anziehung, 

welche die Sonne auf verschiedene Planeten ausübt, ist daher proportional 
der Masse der letzteren. Das Anziehungsgesetz ist somit für verschiedene 
Planeten, nicht nur der Form, sondern auch der Intensität nach richtig. 

Da nun das Princip von der Gleichheit der Wirkung und Gegen- 
wirkung zu der Annahme zwingt, dass die Sonne auch gleich stark von 
den Planeten angezogen wird, so ist dem §. 80 zufolge das dritte Kepp- 
1er 'sehe Gesetz nicht strenge richtig, sondern müsste eigentlich durch den 
in Gleichung 7) enthaltenen Satz ersetzt werden. 

Die Keppler'schen Gesetze gelten natürlich auch für die Bewegun- 
gen, welche die Satelliten um ihre zugehörigen Planeten beschreiben. 
Ebenso gilt das zweite Gesetz auch noch für die parabolische Bewegung 
der Kometen um die Sonne, wobei die letztere sich in dem einzigen 
Brennpunkte der beschriebenen Parabel befindet. 

Massen der Planeten und Sonne. I. Besitzt ein Planet einen §. 83. 
Satelliten, dessen Masse gegen die Masse m des Planeten vernachlässigt 
werden kann, so hat man der Gleichung 8) zufolge 

wenn a' und T halbe grosse Axe und ümlaufszeit des Satelliten für seine 
Bewegung um den Planeten bedeuten. Somit ist auch 

v3 



HL — f^v f^y 



*) Philosophiae naturalis principia mathematica. Lond. 1687. 

Lang, theorptisclie Physik. 
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woraus man das Verhältniss der Masse des Planeten zur Sonnenmasse M 
findet. Da a' immer sehr klein gegen a ist, so genügt schon ein ge- 
näherter Werth des Verhältnisses von a' : a, Newton fand auf diese 
Weise die Sonnenmasse lOÖPmal grösser als die Masse des Jupiter. 

IL, Für die Erde ist aber diese Methode nicht anwendbar, da die 
Masse des Mondes schon zu beträchtlich ist gegen die Masse m der Erde. 
Da man aber für die Erde die Grösse des Productes fm durch Versuche 
ermitteln kann (es ist nämlich unter r der Radius der Erde verstanden 

nach §. 70 ^ = /-j ] « so giebt die Gleichung 7) zur Bestimmung des 

Verhältnisses der Sonnpnmasse zur Erdmasse die Formel: 

m ~ gT^r^ """ gT^ \r ) 

Da die Horizontalparallaxe der Sonne, d. h. die Hälfte des Winkels 
den zwei vom Mittelpunkte der Sonne an den Aequator der Erde geleg- 
ten Tangentialebenen mit einander bilden, naCh Encke's Rechnungen 

8",57116 beträgt, so ist a = , ,J^„^,^ = 24069r; ferner ist die 

sin 8 ,57116 

Umlaufszeit der Erde oder das siderische Jahr T = 365,2563744 Tage. 
Für g hat man natürlich die von der, Centrifugalkraft befreite Accelera- 
tion der Schwere zu setzen, die sich aus der ersten Formel des §. 72 er- 
giebt. Hierbei ist g für diejenige geographische Breite <p zu nehmen, 
für welche es denselben Werth hat, als ob die Erde eine Kugel mit dem 
zu <p gehörigen Erdradius r wäre. Es findet dies, wie die Rechnung*) 
lehrt, statt in ^iner Breite, für welche nahezu sinq)^ = | ist. Für diese 
Breite berechnet man aus den im §. 73 gegebenen Daten r = 6370269 ^ 
aus §. 72 aber g = 9,81993, so dass wir schliesslich aus der obigea 
Gleichung 

Jlf = 358558 we 
erhalten. 

Da uns der Durchmesser 2B der Sonne im Mittel unter einem Win- 
kel von 32' l",8 erscheint, so ist 

B = atanl6'&\9 = 24069 . tanl6'0",9 . r = 113 r; 
nennt man nun die Dichte der Sonne D, die Dichte der Erde 8, so ist 
M= iBE^Tt, m = idr^n, und daher 






welche Gleichung nahezu,!) = 43 giebt. Für die Acceleration der 
Schwere auf der Oberfläche der Sonne hat man femer 
^^_ 358558^^358558 

-^JR^ -^ 1132r2 1132 ^ ' ^ 

und es muss daher ein und dieselbe Masse auf der Sonne 28 mal mehr 
*) Laplace« Mecanique Celeste. 
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wiegen als auf der Erde, sowie beim freien Fall in der ersten Secunde 
einen Weg von beiläufig 138™ zurücklegen. 

III. Kennt man einmal das Verbältniss der Erd- und Sonnenmaese, 
so könnte man für irgend einen anderen Planeten (mj, Ti) das Verbält- 
niss seiner Masse zur Sonnenmasse mittelst der Gleichung 7) finden, wel- 
che leicht 

(S"(l)' = l^ = (' + S);(- + 5) 

giebt. Allein mit dieser Methode erhält man keine genauen Resultate, 

weil das Verbältniss -^, welches hier nicht so klein ist wie in dem frü- 
a 

her betrachteten Falle, nicht mit Genauigkeit, ermittelt werden kann. Ge- 
nauere Werthe für die Masse der Planeten erhält man aus den Störun- 
gen, die sie aufeinander ausüben. Da sich nämlich die Planeten auch 
unter einander anziehen, so sind ihre Bahnen keine vollkommenen Ellip- 
sen, sondern weichen bald in dem einen, bald in dem anderen Sinne da- 
von ab. Diese Störungen sind aber natürlich proportional der Masse der 
störenden Planeten. Auf diese Weise fand man z. B., dass die Masse des 
Jupiter richtiger ^^ der Sonnenmasse ist. Natürlich werden auch die 
Satelliten eines Planeten auf die Bewegung des letzteren einen störenden 
Einfluss ausüben, der dazu dienen kann, das Verbältniss ihrer Masse zu 
der des Planeten zu ermitteln. 

IV. Kennen wir die relativen Massen der Körper unseres Sonnen- 
systems, so können wir auch deren absolute Massen mit Hülfe der Masse 
der Erde finden. ' 

Die Masse der Erde ergiebt sich aber aus deren mittlerer Dichte 
(5,583) nach der Formel M = VD. 

Fräcession und Niitation. Die Bahn der Erde um die Sonne §.84. 
heisst Ekliptik, die Endpunkte der grossen Axe auf derselben Aphel 



Fig. 31. 




und Perihel, wo letzterer 
der der Sonne nähere Punkt 
ist. Denkt man sich in die 
Erdaxe eine Figur gelegt, mit 
den Füssen gegen den Südpol, 
mit dem Gesichte gegen die 
Sonne gewendet, so ist bei der 
Bewegung der Erde in der 
Ekliptik die rechte Hand die- 
ser Figur voraus, was man als 
rechtläufig bezeichnet. Die 
Erde dreht sich ausserdem, 
wie wir gesehen, um ihre Axe» 
für die angegebene Figur im 
8* 
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Sinne von rechts üher-vorn nach links. Die constante Zeit, welche die 
Erde zu einer Umdrehung um ihre Axe hraucht, heisst Sterntag, da 
nach Verlauf dieser Zeit wir die unendlich entfernten Fixsterne wieder an 
demselben Orte des Himmels sehen. Die Zeit dagegen, die zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Durchgängen (Culminationen) der Sonne durch den 
Meridian eines Ortes verfliesst, heisst Sonnentag, und es muss derselbe 
in Folge der angegebenen Bewegung der Erde in der Ekliptik länger als 
ein Stemtag sein. Da diese- Bewegung eine ungleichförmige ist, so ist 
auch die Differenz zwischen Sonnen- und Sterntag variabel. Nimmt man 
aus den Sonnentagen das Mittel, so erhält man einen mittleren Son- 
nentag und findet durch die Beobachtung 

1 Stemtag = 0,9972696 mittl. Sonnentage = 23*^ 56™ 4«,09 Sonnenzeitw 
Wir sehen also täglich die Sonne um beiläufig 4 Minuten später als 
Hie Fixsterne aufgehen, und diese täglich wachsende Differenz muss, wenn 
die Erde einmal ihren Umlauf um die Sonne vollendet hat, offenbar gerade 
einen Sterntag betragen. Bedeutet also T die Länge des siderischen 
Jahres in mittleren Sonnentagen ausgedrückt, so hat man, da demsel- 
ben T + 1 Sterntage entsprechen 

T= (r+ 1)0,9972696, 
T = 365,2563744 = 365^6^9«» 10S75. 

Was die Lage der Erdaxe gegen Sonne und Ekliptik betrifft, so 
macht letztere mit dem Aequator einen Winkel e, den jnan die Schiefe 
der Ekliptik nennt und der zu Anfang des Jahres 1850 gleich 
23^27'29",6 war. Derselbe ist nämlfbh nicht constant, sondern nimmt 
gegenwärtig um 0",48 jährlich ab. Projicirt man femer die Erdaxe auf 
die Ekliptik und zieht dazu eine Parallele durch die Sonne, so wird die 
Ekliptik von letzterer Linie in dem sogenannten Sommer- und Winter - 
Solstitialpiunkte geschnitten. Ein dazu senkrechter Radius vector, wel- 
cher also parallel dem Aequator ist, schneidet die Ekliptik in den beiden 
Aequinoctialpunkten. Durch die Lage eines dieser vier Punkte und 
durch die Schiefe der Ekliptik ist aber die Stellung der Erdaxe vollkom- 
men bestimmt; man wählt hierzu immer den Frühlingspunkt. Befin- 
det sich nämlich die Erde in einem der beiden Aequinoctien , so steht 
ihre Axe senkrecht auf dem zur Sonne gezogenen Eadius vector, was 
eben die Gleichheit der Dauer von Tag und Nacht bedingt, und man hat 
den Frühlingspunkt, wenn der Südpol der Erde im Sinne ihrer jähr- 
lichen Bewegung gegen den Nordpol voraus ist; im entgegengesetzten 
Falle hat man den Herbstpunkt. Zu Anfang des Jahres 1850 war nun 
das Perihel vom f^rühlingspunkte um 280ö27'14",5 entfernt, welcher 
Winkel an der Sonne im Sinne der Erdbewegung gerechnet ist. Es fallt 
also nahezu das Sommersolstitium in das Aphel, das Wintersolstitium in 
das Perihel der Erde. Jedoch auch dieser Winkel ist nicht constant, 
sondern wird gegenwärtig um 50",2 = 0^,01304 jährlich grösser, indem 
die Aequinoctialpunkte sich auf der Ekliptik entgegengesetzt der Bewe- 
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gimg der Erde (rückläufig) verschieben, so dass in ungef&hr 26000 Jah- 
ren de*r Frühlingspunkt die ganze Ekliptik mit veränderlicher Geschwin- 
digkeit durchläuft. In Folge dieser Erscheinung braucht die Erde, um 
■wieder zum Frühlingspunkte zurückzukehren, kein volles Jahr *), sondern 

sehr nahe um -^-^^77— X 365,25637 Tage weniger, so dass die Länge 

des sogenannten tropischen Jahres gleich 365*^,24222 = 365^5^48"* 
47%65 ist. Es ist dies das Jahr, welches unserer Ealenderrechnung zu 
Grunde liegt, welches aber, weil es keine ganze Anzahl von Tagen ent- 
hält, die Einführung von Schaltjahren nöthig macht, damit die Jahreszei- 
ten sich nicht allmälig verschieben. Die relative Dauer der letzteren 
ändert sich etwas in Folge des Vorrückens der Aequinoctien, da die lineare 
Entfernung dieser Punkte von den Solstitien an verschiedenen Stellen der 
Ekliptik verschieden sein muss. 

Die Ursache dieser Erscheinungen liegt aber hauptsächlich in der 
Abplattung der Erde. Setzt man nämlich die Anziehungen, welche die 
Sonne auf die einzelnen Theilchen der Erde ausübt, im Mittelpunkte Cf 
der letzteren zu einer Einzelkraft und zu einem Eräftepaar zusammen, 
so verschwindet das letztere im Allgemeinen nicht mehr, sobald man statt 
der Kugel für die Gestalt der Erde ein Kotationsellipsoid setzt. Um dies 
einzusehen, betrachten wir die Erde zur Zeit, wo sie sich im Sommer- 
solstitium befindet, wo also die Projection ihres kleinsten Durchmessers auf 
die Ekliptik mit dem Eadius vector 80 zusammenfällt und der Nordpol 
j^^ unter einem Winkel von 67® gegen die Sonne zu geneigt ist. Um den 
Mittelpunkt der Erde denken wir uns ferner eine Kugel beschrieben, 
welche die Erde an ihren Polen tangirt, dann können wir die Anziehung 
der Sonne S auf die Erde in zwei Theile zerlegen, in eine Anziehung der 
Kugel und in ^ine Anziehung des übrig bleibenden Gürtels 6r der 
Erde, der am Aequator seine grösste Dicke hat. Die Kugel wird so ange- 
zogen, als ob ihre ganze Masse in vereinigt wäre, anders aber der Gür- 
tel, den wir nochmals in eine der Sonne zugewendete und in eine solche 
abgewendete Hälfte zerlegen. Den Anziehungen, welche die Sonne auf 

diese zwei Hälften ausübt, ent- 
^' ' sprechenjedenfalls zwei Resultan- 

ten ^A, B, welche gegen die Sonne 
gerichtet sind und, wie aus der 
Symmetrie hervorgeht, in der 
Ebene 80 N zu beiden Seiten 
des Radius vector 80 liegen 
müssen. Diese beiden Kräfte 
suchen die Erde in entgegenge- 
setzter Richtung um eine in zur Ebene iSO^ senkrechte Axe zu dre- 
hen; sie können sich aber nicht gegenseitig aufheben, da nach dem An- 
ziehungsgesetze die der Sonne nähere Gürtelhälfte stärker angezogen 

*) Diese Thatsache wurde schon von Hipparch (150 ▼. Chr.) entdeckt. 
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wird als die entferntere und daher Ä und B ungleich gross sind. Aus 
der Wirkung der Sonne auf die ellipsoidische Erde resultirt also eine 
Kraft, welche den Aequator der Erde parallel der Ekliptik zu stellen 
sucht. Würde die Erde sich nicht um ihre Axe drehen, so müsste auch der 
Aequator der Erde wie ein Pendel um die Ekliptik hin und her schwingen, 
falls nicht Bewegungshindernisse ihn in der Ekliptik zur Ruhe bringen. 

Da aber die Erde sich um die Linie N dreht, so haben wir genau 
das in §. 54 behandelte Problem, und zwar für den Fall, wo die Winkel- 
beschleunigung a sehr klein ist gegen die Umdrehungsgeschwindigkeit 
ca. Es wird also bei ungeänderter Rotationszeit die Erdaxe unter con- 
stanter Neigung gegen die Ekliptik langsam um die Normale derselben 
in einem der Erd^rehung entgegengesetzten Sinne rotiren. Dies stimmt 
mit dem, was wir für die thatsächliche Drehung der Durchschnittslinie 
von Aequator und Ekliptik früher angegeben haben. 

Das Vorhergehende gilt auch für die Zeit» wo die Erde sich im 
Wintersolstitium befindet und die Sonne daher gerade auf der entgegen- 
gesetzten Seite der Erde liegt. Die durch die Sonne angestrebte Drehung 
der Erde geschieht um dieselbe Axe und in demselben Sinne, weil jetzt 
auch der nördliche Theil jenes Ringes der Sonne näher liegt. Die durch 
die Zeit des Wintersolstitiums stattfindende Verrückung des Frühlings- 
punktes geht daher auch in derselben Richtung vor sich, wie zur Zeit 
des Sommersolstitiums. 

Betrachten wir nun eine dazwischen fallende Lage der Erde, so fin- 
den wir, indem wir den Gürtel 6r durch eine auf den -Radius vector 
• senkrechte Ebene E in eine der Sonne zugewendete Hälfte und in eine der 
Sonne abgewendete Hälfte theilen, dass die Sonne auch in diesen inter- 
mediären Stellungen die Erde zu drehen strebt um eine Axe OT, welche 
natürlich die Durchschnittslinie jener Ebene E mit dem Aequator ist, um 
welchen herum ja die Masse des Gürtels angehäuft ist. Diese Drehungs- 
axe steht also immer senkrecht auf dem Radius vector und auf der Erd- 
axe. Nach der Schlussbemerkung des §.53 wird daher die Rotations- 
geschwindigkeit der Erde durch die von der Sonne angestrebte Drehung 
niemals beeinflusst. Dagegen lässt sich die Drehung um OT immer in 
zwei Drehungen um die zu einander senkrechten Axen OX und Y 
zerlegen, welche beide im Aequator liegen. Die erste Axe OX soll nun 
die Durchschnittslinie des Aequator» mit der Ekliptik sein; auf diese 
Drehung bezieht sich eben der Fall des §.53, dieselbe wird eine conti- 
nuirliche Verrückung des Frühlingspunktes bewirken, deren Geschwin- . 
digkeit aber verschieden ausfallen muss, weif ja die Grösse der Drehung 
um OX selbst an verschiedenen Stellen der Ekliptik vei:schieden ausfällt. 
Die Drehung um die zu OX senkrechte Axe Y wird dagegen, die Lage 
des Frühlingspunktes unberührt lassen, dagegen die Neigung der Erdaxe 
verändern ; die Linie Y liegt nämlich stets in einer und derselben 
Ebene, welche durch die Erdaxe geht und auf der Ekliptik senkrecht 
steht, für sie gilt also der im §. 53 betrachtete Fall. Diese Aenderung 
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in der Neigung der Erdaxe ist aber periodisch, denn man überzeugt sieb, 
dass wenn die Drehung um Y in einem Punkte der Ekliptik jene Nei- 
gung vergrÖssert, sie am entgegengesetzten Punkte dei* Ekliptik die Nei- 
gung verringert/ 

Eine ganz ähnliche Wirkung wie die Sonne bringt aber auch der 
Mond hervor. In Folge der gemeinschaftlichen Action dieser zwei Kör- 
per bewegt sich nun der Frühlingspunkt zwar immer in derselben Rich- 
tung, jedoch mit variabeler Geschwindigkeit; die Variationen dieser Ge- 
schwindigkeit sind aber an die Stellungen von Sonne und Mond gebun- 
den, und werden auch dieselben Perioden aufweisen. Man kann also die 
Verrückung des Frühlingspunktes in zwei Glieder zerlegen, in ein Glied, 
welches von den Orten der Sonne und des Mondes unabhängig ist und 
welches die Lunisolarpräcession genannt wird, und zweitens in ein 
periodisches Glied, die sogenannte Lunisolarnutation in Länge *). Die 
Werthe kehren hauptsächlich in einer Periode von 18,6 Jahren wieder, 
nach welcher Zeit die Mondbahn wiederum die ursprüngliche Lage gegen 
die Ekliptik hat. Letztere Periode finden wir auch wieder in der Aende- 
rung, welche Sonne und Mond auf die Schiefe der Ekliptik hervorbrin- 
gen und welche die Lunisolarnutation in Schiefe genannt wird; 
dieselbe ist aber ihrem ganzen Wesen nach eine periodische Grösse. 

Durch Beobachtung der Präcession und der Nutation kann man 
natürlich Aufschluss erhalten über die Werthe der Grössen, Von denen sie 
abhängen, nämlich über das Verhältniss der Massen von Sonne, Erde und 
Mond, und über die Abplattung der Erde. Man berechnete auf diese 
Weise die Masse des Mondes gleich Vss der Erdmasse, die Abplattung 
aber zu V248- 

Ausser der Wirkung von Sonne und Mond kommt jedoch noch der 
Einfluss der Planeten in Betracht, welche auf die Erde eine ähnliche Wir- 
kung hervorbringen, wobei aber die Gestalt der Erde gleichgültig ist. 
Die Bahnen der Planeten fallen alle nämlich mehr oder weniger mit der 
Ekliptik zusammen, und es können daher die Planeten als eine Art Gür- 
tel betrachtet werden, der zwar nicht vollkommen fest mit ihr verbunden 
ist, doch aber durch das Gravitationsgesetz mit ihr zusammenhängt. Die 
Wirkung der Sonne auf diesen Gürtel bewirkt nitn wieder erstens eine con- 
stante Verschiebung des Frühlingspunktes und zweitens eine periodische 
Aenderung desselben und der Schiefe der Ekliptik. Da die Periode dieser 
Aenderungen an dieselbe Stellung aller Planeten geknüpft ist und daher von 
sehr langer Dauer ist, so kann man diese Aenderungen selbst für beträcht- 
liche Zeiträume als constant betrachten. Man fasst daher die durch die 
Planeten hervorgebrachte, eigentlich periodische, Verschiebung des Früh- 
lingspunktes mit der Constanten Verrückung zusammen und nennt diese 
Grösse die allgemeine Präcession. Dieselbe beträgt gegenwärtig jähr- 
lich 0",16 und findet in entgegengesetzter Richtung wie die Lunisolar- 
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präcession statt. Für die thatsächliche Präcession des Frühlingspuok- 
tes hat man daher, wie früher angegeben 5(y',37 — 0",16 = 50",21. 
Was die durch die Planeten hervorgebrachte Veränderung in der Nei- 
gung des Aequators betrifft, so nennt man dieselbe die Säcularände- 
rung der Schiefe. Dieselbe beträgt gegenwärtig 0",48, um welchen 
Winkel jährlich die Schiefe der Ekliptik abnimmt; der -kleinste Werth, 
den aber die Schiefe erreichen kann, beträgt nach den Rechnungen von 
Lagrange 22»54' (6000 Jahre n. Chr.), ihr grösster 230 53' (2000 
Jahre v. Chr.). Da also die Säcularänderung der Schiefe innerhalb der 
Grenzen eines Grades liegt, so sehen wir, dass aus diesem Grunde 
kein Wechsel der klimatischen Verhältnisse unserer Erde zu befürchten 
steht. 

§. 85. Ebbe und Pluth*). Es sei der Mittelpunkt der Erde, A der 

Punkt auf derselben, welcher der Sonne am nächsten ist, B dagegen der 
Punkt, der von der Sonne am weitesten absteht, so dass AOB = 2r 
einen Durchmesser der Erde vorstellt. Ist nun a die Entfernung der 
Mittelpunkte von Sonne und Erde, so ist die Anziehung der Sonnenmasse 
M auf die Masseneinheit in A^ 0, B beziehungsweise 

. M ^ M M 



(a—BT a' ' (rt + W 

und um diese Beträge würde auch die Schwere an den Orten A, 0, B 
geändert werden, falls die Erde fest im Räume wäre. So aber bewegt 

M 

sich die Erde gegen die Sonne mit der Acceleration f—z > da wir 

ihre absolute Bewegung ins Auge zu fassen haben. Der Punkt A be- 
wegt sich also langsamer, als er der Anziehung der Sonne zufolge thun 
sollte, es resultirt hieraus in Bezug auf die Masseneinheit in A ein Zug 
gleich 

(a — Bf ''^ «2 

in der Richtung gegen die Sonne. Der Punkt B dagegen bewegt sich 
schneller in Verbindung mit der ganzen Erde, als wenn er allein vor- 
handen wäre, er erleidet daher einen Zug von der Sonne weg in einem 
Betrage gleich 

Da i2 im Yerhältniss zu a sehr klein ist, so kann man setzen 



^ J (» X»\2 /' 



*) Die Erklärung dieser Erscheinung rührt von Newton her. 
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E 

und hat dann mit Rücksicht auf die Gleichung g = f — 

Die Richtung der Kräfte P und Q ist aber eine solche, dass sowohl 
in A als auch in B die Wirkung der Anziehung der Erde verringert 
wird und man hat daher in diesen Punkten für das Gewicht der Massen- 
einheit oder für die Acceleration der Schwere 



^=4'-<Dl]' 



Auf dem grössten Kreise K der Erde dagegen, dessen Ebene senk- 
recht steht auf Ä B, wird der Werth von g offenbar keine Veränderung 
erleiden. In Orten , welche zwischen dem Kreise K und seinen Polen 
liegen, treffen wir aber auch Werthe für die Acceleration der Schwere, 
die zwischen g und g' liegen. 

Diese Ungleichheit von g ist zwar ohne Einfluss auf den festen Theil 
der Erde, dagegen wird der flüssige Theil derselben eine solche Lage 
einzunehmen suchen, bei der auf seiner Oberfläche überall ein gleicher 
Druck lastet. Das Meerwasser wird daher von dem Kreise K gegen die 
Orte A und B abfliessen, so lange bis durch die Anhäufung des Wassers 
in A und 5 der Unterschied der Schwere ausgeglichen ist. Es entsteht 
auf diese Weise in den Punkten -4, B eine Fluth, dagegen wird am 
Kreise K überall Ebbe sein. Da zu dem Abfliessen des Wassers Zeit be- 
nöthigt wird, so wird der höchste Stand der Fluth in A und B eintre- 
ten, wenn die Sonne in Folge der Axendrehung der Erde nicht mehr über 
dem Punkte A steht. Es findet so in Uebereinstimmui^g mit der Beob- 
achtung eine Verzögerung der Fluth gegen den höchsten Stand der 
Sonne statt, welche Verzögerung mit den örtlichen Verhältnissen -ver- 
schieden ist : die Fluth muss aber jedenfalls an demselben Orte zweimal 
binnen 24 Stunden auftreten. 

Uebrigens bringt der Mond in dieser Hinsicht eine viel grössere 
Wirkung hervor, trotzdem er eine bedeutend kleinere Masse als die Sonne 
hat, für ihn ist jedoch die Entfernung der Punkte AB relativ eine grös- 
sere als für die Sonne. Seine Wirkung muss sich zu der der Sonne ver- 
halten wie 

Nun ist aber Oj = 60JR, a = 24069 JS, M z= 358558^, M^ =l ^E, 
und somit die Wirkung des Mondes zweimal so gross als die Wirkung 
der Sonne. Die Fluth ist natürlich am bedeutendsten, wenn Sonne und 
Mond gleichzeitig über A stehen, dagegen am geringsten, wenn sie zu 
entgegengesetzten Seiten des Ortes A liegen. Die Grössen solcher Spiung- 
und Nippfluthen müssen sich offenbar verhalten wie 
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Ml M Ml M 

und es kann aus dem beobachteten Werthe dieses Bruches ersichtlich das 
Verhältniss der Mondmasse zur Sonnenmasse gefunden werden. 

Da. der Mond in Folge seiner leigenen Bewegung um die Erde täg- 
lich im Durchschnitte um 50 Minuten später aufgeht, so beobachten wir 
auch an der Fluth eine gleich grosse tägliche Verzögerung. 

Literatur: Laplace, Mecanique Celeste. Paris 1799 — 1825. — Ponte- 
coulant, Theorie analytique du Systeme du Monde. Paris 1829 — 1846. — Airy, 
Mathematical Tract-s 3. ed. Cambridge 1842. — Brunow, Sphärische Astronomie. 
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I. Wechselwirkung permanenter Magnete. 

Brechen wir einen permanenten Magnet entzwei, so finden wir, aller- §. 86. 
dings in einem schwächeren Grade, die bekannten magnetischen Eigen- 
schaften auch an den Bruchstücken wieder; jedes derselben ist ein voll- 
ständiger Magnet und hat namentlich einen Nord- und einen Südpol, 
deren Verbindungslinie dieselbe Richtung wie in dem noch unzertheilten 
Magnete hat. Da wir diese Theilung mit demselben Erfolge beliebig 
weit fortsetzen können, so schliessen wir daraus, dass selbst die kleinsten 
Theilchen eines Magnets noch vollständige Magnete sind, dass derselbe 
^ also aus lauter gleichgerichteten Molecularmagneten zusammengesetzt sei. 

Diese Molecularmagnete bestehen nur mehr aus einem einzigen nord- 
magnetischen und einem einzigen südmagnetischen Theilchen. Diese 
Theilchen werden aber- unter denselben Verhältnissen eine verschieden 
starke Wirkung hervorbringen; für ungleichnamige Theilchen wird die- 
selbe überdies entgegengesetzte Richtung haben und mit ungleichem Vor- 
zeichen daher zu versehen sein. Denken wir uns die Wirkung eines ge- 
wissen nordmagnetischen 1?heilchens zur Einheit gewählt und die Wir- 
kung eines andern Theilchens hierdurch dividirt, so erhalten wir eine 
Zahl m, welche die Stärke des zweiten Theilchens genannt werden kann 
und die für ein südmagnetisches Theilchen nach dem Vorhergehenden ne- 
gativ werden muss. 

Statt jedoch von der Stärke m eines magnetischen Theilchens zu 
sprechen, pflegt man zu sagen, dass in diesem Punkte eine Menge m von 
Nord- oder Südmagnetismus, je nach dem Vorzeichen von fw, enthal- 
ten wäre. Es beruht dieser Sprachgebrauch auf der Hypothese, dass 
die magnetisch^i Erscheinungen durch die Wechselwirkung zweier un- 
wägbarer Fluida hervorgebracht werden, welche die beiden Hälften 
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der Molecüle eines Magnets erfüllen, ohne dieselben verlassen zu köniien.1 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich aber, dass wir uns der ang'ege'be-l 
neu Ausdrucksweise noch immer bedienen können , wenn wir auch <}ie | 
Richtigkeit dieser Hypothese dahin gestellt sein lassen, und in der Tliai ^ 
werden wir bei den Betrachtungen über die Elektricität eine andere Hy- 
pothese zur Erklärung der magnetischen Erscheinungen aufstellen, die, 
weil sie auch die elektrischen Phänomene in ihr Bereich zieht, schon die- 
ser Allgemeinheit wegen vorzuziehen ist. 

Nach dem Vorhergehenden werden in jedem Punkte P eines Magnets 
zwei Molecularmagnete mit entgegengesetzten Polen zusammenstossen, so 
dass der Punkt P von dem einen etwa den Nordmagnetismus n, von dem 
andern aber die Menge — s an Südmagnetismus enthält. Die magne- 
tische Wirkung von P entspricht dann der Menge Magnetismus 
n + ( — s) = n — s = m, d. h. der Differenz von Nord- und Süd- 
magnetismus, die in diesem Theilchen enthalten sind. Je nachdem nun ti 
grösser oder kleiner als s ist, wird m positiv oder negativ und bedeutet 
entsprechend Nord- oder Südmagnetismus; man nennt m die Menge 
freien Magnetismus des Punktes P. 

Denkt man sich alle nordmagnetischen Theilchen eines Magnets 
durch parallele Ejräffce soUicitirt, deren Intensitäten proportional den 
freien Magnetismen dieser Theilchen sind, und bestimmt den Angriffis- 
punkt N der Resultante dieser parallelen Kräfte, so erhält man den Punkt 
JV, der im strengen Sinne der Nordpol des Magnets heisst; derselbe 
kann also auch kurz als Schwerpunkt des freien Nordmagnetismus defi- 
nirt werden, wenn man sich die Masse jedes nordmagnetischen Theilchens 
proportional seinem Magnetismus denkt. Demzufolge findet man den 
Abstand | des Nordpols von einer Ebene E, indem man für jedes nord- 
magnetische Theilchen das Product aus ihrem Abstand x von jener Ebene 
mit der Menge n ihres freien Magnetismus bildet, und die Summe die- 
ser Producte durch die gesammte Menge an Nordmagnetismus dividirt. 
Nach dem, was wir im §.27 über den Angrifi^punkt der Resultante 
paralleler Kräfte gesagt haben, müss nämlich 2Jmx = |2/m sein. Die 
angegebene Construction wird sogar noch gelten, wenii die Abstände längs 
einer zur Ebene E schiefen Linie gemessen werden. 

Aehnliches gilt natürlich auch für den Südpol eines Magnets, die 
gerade Linie aber, welche durch Nord- und Südpol desselben Magnets 
geht, heisst die magnetische Axe des letzteren. 

Mit Bezug auf das Verhalten der Magnete unter dem Einflüsse des 
Erdmagnetismus können wir bei den kleinen Dimensionen unserer Mag- 
nete im Vergleiche zu denen der Erde die Wirkung der letzteren auf 
die einzelnen Theilchen als parallel und för gleiche Mengen Magnetismus 
als gleich gross betrachten. Diese einzelnen parallelen Kräfte haben je- 
doch keine Resultante, denn wie sehr wir auch bestrebt sind , die Hin- 
demisse der Bewegung hinwegzuräumen, so bringt der Erdmagnetismus 
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locH niemals eine progressive Bewegung zu Stande. ' Jene Ejräfte können 
sicli daher nur auf ein Kräftepaar redueiren. Um eventuell Mbment und 
AxenricHtung des jetzteren angeben zu können, suchen wir zuerst die 
Resultante nur für die Kräfte, die auf gleichnamig magnetische Theilchen 
wirken; diese Kräfte sind nämlich in demselben Sinne parallel und müs- 
sen daher nothwendig eine Resultante haben. Nennen wir also / die 
Wirkung des Erdmagnetismus auf die Einheit von Magnetismus, 2Jn und 
S — 8 =^ — 2Js die in dem betrachteten Magnete enthaltenen Mengen von 
Nord- und Südmagnetismus, so erhalten wir für die Wirkung des Erd- 
magnetismus auf die nordmagnetischen und auf die südmagnetischen 
Theilchen die zwei Resultanten J£n und — J^Js, welche beziehungsweise 
im Nord- und Südpol angreifen und antiparallel sind. Sollen nun die zwei 
letzten Kräfte im Einklänge mit dem früher Gesagten keine Resultante 
haben, so bleibt nur übrig, dass sie gleich groks sind, in welchem Falle 
sie ein Kräftepaar bilden. Wir haben somit die Bedingung 

Zw = — Us, 

d. h. in jedem Magnete ist gleichviel Nord- und Südmagnetismus vorhan- 
den. Dies mus8 dem Eingangs besprochenen Versuche zufolge nun auch 
für die Molecularmagnete gelten. 

Die Richtung der Kraft J2Jm heisst die Richtung des Erdmagne- 
tismus, der Winkel, den dieselbe mit einer Horizontalebene bildet, die 
Inclination (i); eine durch die Richtung des Erdmagnetismus paral- 
lele Verticalebene nennt man den magnetischen Meridian und der 
Winkel der letzteren mit dem astronomischen Meridian bildet die De- 
clination. 

Die Grösse J heisst die Intensität des Erdmagnetismus, dieselbe 
lässt sich im magnetischen Meridian in eine verticale und eine hori- 
zontale Componente zerlegen. Sind die Intensitäten der letzteren, 
d. h. ihre Wirkungen auf die Einheit des Magnetismus etwa V und H, 
so hat man, wie leicht ersichtlich, 

f V = Jsini, H = Jcosi. 

Das Product aus der gesammten Menge freien Nordmagnetismus §. 87. 
eines Magnets in den Abstand seiner Pole heisst dessen magnetisches 
Moment. Dasselbe ist aber auch gleich der Summe aller Ausdrücke, die 
man erhält, wenn für jedes nord- oder südmagnetische Theilchen die 
Menge seines freien Magnetismus ohne Rücksicht auf das Vorzeichen 
multiplicirt wird mit dem Abstände x des Theilchens von einer Ebene Ey 
dieser Abstand aber gemessen parallel der magnetischen Axe. Nach dem 
Vorhergehenden hat man nämlich für die Entfernung J des Nordpols von 
dieser Ebene E die Gleichung 

Un . ^ = Unx, 
und ebenso für die Entfernung |' des Südpols 

27« . I' = Usx, 
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Subtrahirt man nun diese beiden Gleichungen, so erhält mao , da| 
immer £n = — ZJs ist 

£n . (f — 10 = Znx + Ssx, 
in welcher Gleichung | — |' nichts anderes ist, als der Abstand des 
Nord- und Südpols von einander. Der linke T^ieil der letzten Gleicliiiiig 
ist also das magnetische Moment nach seiner ursprünglichen, der reclite 
Theil aber dieses Moment nach der zweiten Definition. 

Ist der Magnet symmetrisch mit Bezug auf die Ebene J5, so kann 
man annehmen, dass sehr nahe £nx = 2Jsx ist; dann hat man für das 
magnetische Moment den Ausdruck 22Jnx. 

§. 88. Schwingungen eines Magnets um eine verticale Axe. I>er 

Magnet bestehe aus einem Stabe von gleichförmiger Textur und sei sei- 
ner Länge nach gleichmässig magnetisirt worden, so dass wir zur An- 
nahme berechtigt sind, die magnetische Axe dieses Stabes falle nahezu 
mit der geometrischen zusammen. Derselbe sei nun mittelst eines lang-en 
dünnen Fadens so aufgehängt, dass seine magnetische Axe horizonts7 
liegt; ausserdem sei mit demselben noch ein kleiner verticaler Spiegel 
verbunden, in welchem mittelst eines Femrohres eine unter letzterem be- 
findliche Scala beobachtet werden kann. Auf diese Weise lassen sich be- 
kanntlich sehr geringe Aenderungen in der Lage des Magnets beobachten 
und die denselben entsprechenden Winkelwerthe angeben, falls man die 
Entfernungen des Spiegels von der Drehungsaxe und von der Scala 
kennt. 

Würde nun keine Torsion des Fadens vorhanden sein, so würde sich 
offenbar der Stab mit seiner magnetischen Axe in den magnetischen Me- 
ridian stellen, welcher mit einer beliebigen fixen Verticalebene E den Win- 
kel a machen soll, andererseits würde die Axe des Stabes, wenn bloss die 
Torsion des Fadens auf denselben wirkt, in einer Lage zur Ruhe kommen, 
bei der sie mit der Ebene E etwa einen Winkel ß bildet. Macht somit die 
magnetische Axe mit der Ebene E den Winkel y, so wirken in dieser 
Stellung zwei Kräfte auf den Magnet, der Erdmagnetismus und die Tor- 
sion des Fadens, um das von ersterem ausgeübte Drehungsmoment zu 
finden, brauchen wir offenbar nur die horizontale Componente H dessel- 
ben zu berücksichtigen , welche auf jeden der beiden Pole des Magnets 
die Kraft H£m ausübt, unter £m entweder allen Nord- oder allen Süd- 
magnetismus verstanden. Die Abstände dieser beiden Kräfte von der 
Drehungsaxe sind aber a sin (y — a), wenn a und b die Entfernungen der 
beiden Pole von der Drehungsaxe sind, somit ist das Drehungsmoment 
dieser beiden Kräfte, welche den Winkel y zu verkleinem streben, 

— 2H(a + h)Z!m . sin(y — a) = — itffl'sm(y — a), 

wo üf = (a 4" h)£m das magnetische Moment des Stabes bedeutet, in- 
dem die gegenseitige Entfernung der beiden Pole von der Grösse (a -f- h) 
höchstens nur äusserst wenig verschieden ist. 
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Das von der Torsion ausgeübte Drehungsmoment ist nach §. 68 pro- 
portional dem Torsionswinkel (y — /3); bezeichnen wir daher die Tor- 
sionsconstante mit C, so haben wir für das gesammte Drehungsmoment 
der auf den Magnet wirkenden Kräfte 

D = — MHsiniy — a) — C(y — /J) .... 1) 

Für die Ruhelage des Magnets gehe y über in yo» welcher letztere 
Winkel natürlich zwischen anndß liegt; da nun für den Fall desGrleich- 
gewichts D = ist, so hat man 

= — MHsin(y,,—a) — G(yo — /3) .... 2), 
welche Grleichung, von der früheren subtrahirt, 

giebt. Da wir die Torsion und den Winkel y als klein annehmen, so 
unterscheidet sich yo und selbst y nicht allzuviel von «, so dass y + yo 
— 2a eine kleine Grösse vorstellt, in welcher daher auch y =:i y^ ge- 
setzt werden kann, welcher Werth eigentlich nur für 0=0 strenge 
richtig ist. Dies giebt 

D = — MHsin(y--yo) — C(y — n) • • • • 3) 

oder wenn wir das von der Ruhelage gezählte Azimuth der magnetischen 

Axe mit 8 bezeichnen, in dem kleinen Gliede Cd aber überdies statt des 

Bogens des kleinen Winkels d den Sinus setzen, so haben wir schliesslich 

D = -'(MH+C)sin8 | 

= — MHil+,1c)sin8] ^^ 

n 
Die Grösse k = ^ kann aber dadurch ermittelt werden, dass 

man das obere oder das untere Ende des Fadens um den Winkel ß\ dreht 
und die neue Ruhelage des Magnets beobachtet. Macht dieselbe mit der 
ursprünglichen Ruhelage den Winkel di, so hat man analog der Glei- 
chung 2) 

= — ilfiZsm(yo±«i — «) — C(yo + «i— /5+/5i). • 5) 
indem die Aenderung der Winkel y^ und ß offenbar in demselben Sinne 
vor sich gehen muss. Setzt man nun in den Gleichungen 4) und 5) statt 
der Sinusse die Bogen, da es sich nur um die Bestimmung der kleinen 
Grösse handelt, so geben diese Gleichungen durch Sjibtraction 

,0 = - itf fl^ + <J, = C (+ «1 + ßi) 
und schliesslich 

* == itfs = /ji -1 «j ®^ 

Der Gleichung 4) zufolge werden aber die Schwingungen des Mag- 
netstabes gerade so vor sich gehen, wie die eines physischen Pendels, die 
wir in §. 63 untersucht haben. Bedeutet daher d die zur Zeit t statt- 
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findende Elongation der magnetischen Axe, CJ die Winkelgeschwindigkeit 
in diesem Momente, 6 den grössten Werth, den die Elongation erreicht, 
und t endlich die Schwingungsdauer, so hat man für sehr kleine Werthe 
von £"die Gleichungen 

= sstfiTC — , (D = B— cosn— 7) 

t Z X 



=.v; 



± 8) 

Aus der letzten Gleichung erhalten wir das Product 3f H, wenn wir 
noch jT, das Trägheitsmoment des schwingenden Stabes, kennen. Die Bestim- 
mung dieser Grösse kann man aber nach §. 68 dadurch umgehen, dass 
man zu dem Stabe noch einen Körper von bekanntem Trägheitsmomente 
T' hinzugiebt. Ist nämlich für diesen Fall die Schwingungsdauer r', so 
hat man 



-«y^ 



T 4- T' 

^ 9) 



MB.{\ + Ä;) • 
und daher 

^-^= (l+fc)(r^-r>») 1«> 

§. 89. Gesetz der Wechselwirkimg zweier magnetischer Theilchen. 

Die Wirkung, welche zwei Magnete in endlicher Entfernung aufeinander 
ausüben, setzt sich offenbar zusammen aus der Wechselwirkung jedes 
Theilchens des ersten Magnets auf jedes Theilchen des zweiten. Sollen 
die Ergebnisse der Rechnung mit denen der Beobachtung stimmen, üo 
müssen wir annehmen, dass die Wirkung TF, die zwei magnetische Theil- 
chen aufeinander ausüben, proportional ihren freien Magnetismen //a, ^, 
und verkehrt proportional dem Quadrate ihrer Entfernung r sei, also 
nach der Formel 

vor sich gehe, wo C eine constante Grösse bedeutet. Die Wirkung W 
findet in der YerHndungslinie der beiden Theilchen statt und sucht die- 
selben zu nahem, wenn m und ft ungleiche Magnetismen bezeichnen, sucht 
sie aber von einander zu entfernen, falls m und fi beide Nord- oder beide 
Südmagnetismus bedeuten. Dies kann auch durch die vorhergehende For- 
mel ausgedrückt werden, wenn wir nur die Grössen m und ft, je nachdem 
sie Nord- oder Südmagnetismus vorstellen sollen , entweder mit positivem 
oder negativem Vorzeichen versehen. W ist dann für gleichnamige Mag- 
netismen positiv, für ungleichnamige immer negativ, und es bedeutet so- 
mit ein positives W Abstossung, ein negatives W aber Anziehung der 
zwei magnetischen Theilchen. 

Nennen wir diejenige Menge Magnetismus, die auf eine gleiche 
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Menge in der Entfernung 1 die Kraft 1 ausübt, die Einheit des 
Magnetismus, so haben wir für diesen Fall 

1 = (7^4^, C = 1 



und daher 



r2 



Der Gebrauch der letzten Formel setzt also voraus, dass der Magne- 
tismus beider Theilchen durch die angegebene Einheit gemessen sei. 

Da das Gesetz der Wechselwirkung zweier magnetischer Theilchen 
der Form nach dasselbe ist wie für die Anziehung zweier materieller 
Theilchen, so würde, dem §.69 zufolge, eine gleichförmig mit Magnetis- 
mus besetzte Eugelschale auf ein magnetisches Theilchen im Innern der- 
selben die Wirkung Null, auf solches Theilchen ausserhalb aber die näm- 
liche Wirkung hervorbringen müssen, als ob ihr ganzer Magnetismus im 
Mittelpunkte concentrirt wäre. 

Wirkung eines festen Magnets auf einen drehbaren. Wir be- §. 90. 
trachten dieses Problem nur für den Fall, dass die magnetischen Axen 
beider Magnete in derselben Horizontalebene liegen und die Dimensionen 
derselben: klein gegen ihre* Entfernung sind; den drehbaren Magnet 
denken wir uns hierbei etwa an einem langen Faden mit geringer Tor- 
sion aufgehängt. Um die Lösung für diesen Fall zu finden, nehmen wir 
fürs Erste an, jeder Magnet bestände nur aus einem nord- und einem 
Büdmagnetischen Theilchen, der feste aus den Theilchen v und mit den 
Magnetismen -\- ft und — ^, der bewegliche aber aus den Theilchen n 
und s mit den Magnetismen + m und — m. Um nun die Gleichgewichts- 
lage des beweglichen Magnets zu finden, haben wir natürlich die Summe 
der Drehungsmomente aller auf denselben wirkenden Kräfte gleich Null 
zu setzen. Zu der Wirkung des Erdmagnetismus und der Torsion des 
Fadens kommen in diesem Falle aber auch die zwischen den vier magne- 
tischen Theilchen w, s^ v, (5 thätigen Kräfte, welche gemessen in der Ein- 
heit des vorhergehenden Paragraphen sind 

mit m/i m/t m/i 

öS«' ~ 6^' "^ v$^' nv^ 

und deren Drehungsmomente D], D2« l^d« -2^4 nunmehr bestimmt werden 
sollen. 

Es seien und o die Halbirungspunkte der beiden in derselben Ho- 
rizontalebene befindlichen Linien ns und vö, und es sei femer 
no = OS = a, i/co = (öö = 5, om = B, 

ist hierbei ein Punkt der Drehungsaxe des beweglichen Magnets. In 
derselben Ebene ziehen wir die Linien op, cotc, ss^ in demselben Sinne 
parallel dem magnetischen Meridiane und setzen 

Lang, theoreÜBohe Fhygik. 9 
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pos = Uy naö = U, 
wobei sämmtliche Winkel in demselben Sinne gezählt sind. 



Fig. 33. 



n 

; 




Das Drehungsmoment Di der Kraft 
— ^/welche in der Richtung ÖS abstos- 
send auf s wirkt, ist nun ersichtlich 

■u) . . 1) 






da asinix — **) i^r senkrechter Abstand 
von der Drehungsaxe ist. In diesem Aus- 
drucke sind zunächst die Grössen s6 und 
8\n{x — u) durch die Grössen a, 5, w, 17, 
!)!> auszudrücken, was auf folgende Weise schnell geschieht. Da nämlich 
die Verbindungslinien zweier Punkte, auf irgend eine Linie projicirt, er- 
sichtlich immer dieselbe algebraische Summe geben müssen, so hat man 
für die Liuien so -f- ^^ ii°d om -J- ojö, wenn man dieselben einmal auf 
0^, dann auf eine zu op Senkrechte oq, projicirt, die gleichen Werthe 

s(J . cos% + (icosu = hcosü -\- Bcosip 
s6 . cos(x — u)-\-a cos(u — 90^) = h cos{U— 90») + Bcos{i\j — 90®) 
woraus 



s6cos% = Rcosip -f- bcosU — acosu 
sösinx = Bsinil> -f Isinl 



'iosU — a cos u 1 
Hn ü — a Sinti J ' 



2) 



folgt. Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit — sinu 
und cosu und addirt sie, so erhält man 

s6$in(x — u) = Rsin(t — u) •{- bsin(U — u) ... 3) 

dagegen, wenn man die Gleichungen 2) quadrirt und addirt, nach leicliten 
Reductionen 



^.'^ = K^ + ¥ + ^) ^) 



wobei 



X = — 2acos(jp — u) 4- 2hcos(ilf — ü) 



y 



— 2abcos(u— ü) 4- 1)2 



1 



5) 



Hierdurch geht Gleichung 1) über in 
s6^ 



A = 



sa 



amfi 

Setzen wir nun noch 



sin (x — u) 
Rsin(f — u) + h8in(Ü — u) 

(i + ^ + j-f 

\ ^ B ^ Ry 



6) 



Digitized by 



Google 



131 

7) 



Wechselwirkung permanenter Magnete. 

ix! = 2acos(;fl; — «*) + 2bcos(ip — ü) j 

y = «2 _|_ 2abcos(u--ü) + 5») J ' 

Bo erhält man aus den vorhergehenden Formeln alsogleich auch die Dre- 
Hixngsmomente 2)2, 2)3, D4, wenn man, ohne die Grössen a, 5, B und ^ 
zu ändern, heziehungsweise folgende Suhstitutionen vornimmt: 

J)i m fi u U oif y 

1)2 — m ^ tt + 180 ü^ 0/ i/ 

A wi — ft w CT + 180 — a/ y 

D4 — wj — /t t* + 180 CT + 180 — « y 

Nehmen wir nun an, dass a und h klein gegen B sind, so sind, wie 
die Gleichungen 5) lehren, auch x und Vy klein gegen B, so dass in der 
folgenden Entwickelung wirklich die höheren Potenzen immer kleiner 
und kleiner werden. Dem binomischen Lehrsatze zufolge ist nämlich 



( 



i + ^ + y^-^'' 






A 



= l-i^ + 0ia:«-iy)^, + ^,4---- 8) 



in welcher Gleichung h eine von iJ unabhängige, im Vergleiche zu B^ 
jedoch sehr kleine Grösse bedeutet. Aehnliches gilt für die im Folgen- 
den eingeführten Buchstaben. 

Den Gleichungen 6) und 8) zufolge erhält man für die gesuchten 
Drehungsmomente Di, D2, D3, D4 die Werthe 



2>, = 



"B^ 



Di 



amfi 



n,= 



D4 = 






afn(i 



Bsin(tl^ — u) + hsin{ü—u)\x 



Bsin{il^ — u) -\- h 



\[TJ—u\ 



X 



1— I fl6^2 -. 1J\ JL 4- A 4- 



B^ 



— Bsin{^ — u) + bsin(ü- 



B^ 

«)}x 



— Bsinit-^u) + 6^(1^— tt)|x 



Durch Addition findet man hieraus 



9* 
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D, + 2)4 = -jgf sm(^--t*)|^- 3a? +_— - + ...J -^- 

+ —^stn(U—u)^l 4- — + . . .J 

^ . -r. amu . ,. .r ^ I i ^' — ä" 1 1 . 

A + A = -^5tn(^ — w)[^— 3äj' + ^, +•••] + 

und schliesslich 

A + I>2 + Da + A = 

Sanfji (x + ä;') sm (?(/ — «*) + 4 am ab sin ( ü" — **) i ^ i 
+ ^ + • • • 



JB3 ' 225 

\sin(ü—u)—ßsin(t — u)co3{il;'-Ü)\ + ^i + 



^ahmii p^. 

4:ahmuK , l , «v 

Wir wollen nun die entsprechende Formel entwickeln, wenn statt 
v6 ein wirklicher Magnet vorhanden ist; indem wir jedoch denselben als 
symmetrisch mit Bezug auf eine Verticalebene F voraussetzen , so wird 
derselbe sich in lauter solche Elementarmagnete wie vö zerfallen lassen, 
deren horizontale Axen sämmtlich parallel sind und deren gleichstarke 
Pole gleichweit von der Ebene V abstehen. Wir können nun annehmen, 
dass die Wirkung jedes solchen Elementarmagnets durch Gleichung 9) 
gegeben sei, was freilich strenge genommen niir für solche gilt, die mit 
s in derselben Horizontalebene liegen. Allein da wir annehmen, dass 
diese Ebene den festen Magnet nahezu halbirt, so wird zu jedem Ele- 
mentarmagnet über dieser Ebene ein entsprechender unterhalb vorhanden 
sein, so dass die kleinen Fehler, die wir durch die Adoption der Formel 
9) begehen, sich für je solche zwei Elementarmagnete aufheben. Bei der 
Addition der Drehungsmomente aller dieser Elementarmagnete können 
wir noch überdies il^ und 22, und folglich auch K als constant betrachten, 
da wir die Dimensioi^en des Magnets klein gegen- die Entfernung B an- 
nehmen. Das Drehungsmoment, welches dieser Magnet auf ns ausübt, 
wird somit 

4tam2Jh(i . K V_ 
HB + JB» ^ 

in welchem Ausdrucke 2 2^hii nach §.87 offenbar das magnetische Mo- 
ment M des betrachteten Magnets ist. Indem wir nun auch für ns einen 
wirklichen Magnet mit dem magnetischen Momente Jf ' setzen und genau 
die vorhergehenden Bemerkungen auch auf diesen Magnet anwenden , so 
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erKalten -w^ir endlich für das Drehungsmoment, welches ein fester Magnet 
2I£ auf einen drehbaren M' ausübt, 

J) = — — U 10) 

Um nun den Werth yon u zu finden, für welchen der drehbare 
Mahnet in Ruhe ist, haben wir zu D noch das vom Erdmagnetismus und 
der Torsion des Fadens herrührende Trägheitsmoment hinzuzufügen und 
diese Summe gleich Null zu setzen. Das letztere Drehungsmoment ist 
aber nach §. 88 gleich M' H{1 +Ä)smw, weim wir aimehmen, dass der 
dr ellbar 6 Magnet unter dem alleinigen Einflüsse des Erdmagnetismus und 
der Torsion sich im magnetischen Meridian einstellt. Somit haben wir 

zur ^Bestimmung des Winkels u^ um welchen der drehbare Magnet vom 

magnetischen Meridian abgelenkt wird, die Gleichung 

= Jf'Ä(l+Ä)smM+:^^ + ii + 11) 

oder der Bedeutung von K zufolge und wenn wir uns in der Entwicke- 
lung von 2) mit dem zweiten Gliede begnügen 

3 c?ös(^ — ü)sinilf — sin CT I cosu — "«i = 

= M'JS(l + fe){l + ^^^ y 3 [3co8(V^— ü)co8t-Sca8Ü^8mu 

Hieraus erhält man 

M 3cos(tlf^ ü)sintlf —■ sinü P 

""" = WTM ^.(. + 1) +'«• 

M 3 cos(^ — U) sintj) — sinU / Q 



H(l + k) B^ 



\ By ^ B^ 



und da wir sechste und höhere Potenzen von — vernachlässigen 

M 

' M 3cos(il) — U)sintlf — sinU , P ,^. 

*«'*" = Ä(rT¥ "" b5 + F» • ^2) 

Die Richtigkeit dieser Formel und somit auch die Richtigkeit des 
für die Wechselwirkung zweier magnetischer Theilchen angenommenen 
Gesetzes kann unter Anderem dadurch geprüft werden, dass man bei un- 
geänderten Werthen von ü und t^ bloss die Entfernung des ablenkenden 
Magnetstabes ändert; die gleichzeitig beobachteten Werthe von u müssen 
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sich dann durch eine Formel tan w = •— g -f" "p^ darstellen lassen, in wel- 
cher Ä und B zwei Constanten bedeuten, die entweder aus zwei bestimm- 
ten Beobachtungen oder mit Hülfe der Methode der kleinsten Quadrate 
aus allen Beobachtungen berechnet sind. Es zeigt sich hierbei auch, dass 
die Constante JB schon sehr klein ist, so dass wir im Vorhergehenden be- 
rechtigt waren, höhere Potenzen von — zu vernachlässigen. 

Gauss, von welchem diese Art der experimentellen Bestätigung des 
örundgesetzes der magnetischen Wechselwirkung herrührt, hat die Prü- 
fung der Gleichung 12) vorzüglich für zwei bestimmte Lagen der Mag- 
netstäbe gegeneinander vorgenommen, welche die beiden Hauptlagen 
heissen. 

Erste Hauptlage. Die Axe des ablenkenden Magnets ist senk- 
recht zum magnetischen Meridian und parallel R] dann sind dem Ge- 
sagten zufolge ^ und ü gleich 90® oder 270®, somit sind vier Fälle 
möglich, für welche 

2M' , P' 



91 



tanu = + 



+ 



13) 



H(l + Jc)R^ ' B^ 
Zweite Hauptlage. Die Axe des festen Magnets ist senkrecht zu 
B und zum magnetischen Meridian; in diesem Falle ist il; = 0^ oder 
180®, U aber gleich 90® oder 270°. Dies giebt vier verschiedene Stel- 
lungen, für welche 

M' P" 

''''*" = ± wri)^ + ^ ...... 14) 

ist. Die Ablenkung ist also im letzteren Falle nahezu nur die Hälfte der 
Ablenkung bei der ersten Hauptlage. 

Wirkung eines Magnets auf ein entferntes magnetisches 
Theilchen. Da wir die Dimensionen des Magnets als klein gegen seine 



Fig. 34. 



Entfernung von dem magne- 
tischen Theilchen P anneh- 
men, so können wir uns des- 
sen ganzen Nord- und Süd- 
magnetismus (+ *w, — m) be- 
ziehungsweise in dem Nord- 
und Südpol (N, S) desselben 
concentrirt denken. Der Punkt 
halbire die Linie NS, so 
dass 

N0= 08 = a; 
die Linie OS wählen wir nun zur X-Axe, eine Linie OZ aber, wel- 
che in der Ebene OSP senkrecht zu OS ist, zur Z-Axe. Wir setzen 
ferner 
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OP = B, NP = l, 

POX=fp, PQO = 90^ 

wo Q einen Punkt der X-Axe bedeutet. Ist nun die in P enthaltene 
Menge von Magnetismus gleich /i, so ist die Wirkung, welche der Nord- 
pol JV auf P ausübt, offenbar 

die rechtwinkligen Componenten dieser Kraft aber sind 

mfiB / 






,-^T„N tnß . „„„ ma PO mu „ . 



In dem Dreiecke NOP ißt nun 



P = i22 + ßt2 4. 2Bacos(p = B^(l + ^cos<p + 

und somit ist bei Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen 

u 

des als klein angenommenen Bruches — 

B 

1 1 / a \ 1 1 / 3a \ 

Dies giebt bei gleicher Vernachlässigung 

(JVP), = -^ sin <p(l — -j coa <pj ■ 

Vertauscht man hierin a und »»Tnit — a und — m, so erhält man 
alsogleich die Componenten der Wirkung des Südpols auf P, nämlich 

(SP), = - ^\co8ip - |(1 - 3«)s<p»)j 

iSP\ = -^sin<p(l+^cos<p). 

Die Summation der entsprechenden Ausdrücke giebt nun schliesslich 
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die Componenten der totalen Wirkung, welche von dem Magnet auf P 
ausgeübt wird. Man erhält für dieselben 

2mßa Mii 

Y= — :^— Scoscpsing) = — ^-—-sirKpcosq), 

wo M das magnetische Moment des gegebenen Magnets bedeutet. 

Intensität und Eichtung der durch die zwei letzten Ausdrücke be- 
stimmten Kraft kann nach Gauss auch durch geometrische Construetion 
auf folgende Weise gefunden werden. Man wähle auf der X-Aafe die 
Punkte T und F so, dass 

OPT= 90», OV=\OT 

ist. Dann giebt FV die Richtung der auf P von dem Magnet aus- 
geübten Kraft; die Intensität derselben aber ist gegeben dui*ch 

TT 

Um die Richtigkeit dieser Construetion zu beweisen, hätte man zu 
zeigen, dass wirklich I . cosPVT = X und I . sin P VT = T ist, dies 
aber überlassen wir dem Leser. 

§. 92. Gleiohwerthige Vertheiliing des Magnetismus eines Magnets 

auf dessen Oberfläche. Es lässt sich immer der in einem Magnete 
Vorhandene Nord- und Südmagnetismus bloss auf der Oberfläche des 
Magnets so vertheilen, dass die Wirkung auf magnetische Theüchen aus- 
serhalb des Magnets in beiden Fällen genau dieselbe ist. Nach der 
Schlussbemerkung des §. 89 kann ja der Magnetismus jedes Theilchens 
N im Innern des Magnets über eine um diesen Punkt beschriebene Ku- 
gelfläcbe gleichförmig vertheilt werden, ohne dass für Punkte ausserhalb 
der Kugel die Fernwirkung eine andere würde. Nimmt man nun den 
Halbmesser der Kugel so gross, dass sie gerade den nächsten Punkt P 
der Oberfläche tangirt, so hat man auf diese Weise schon einen Theil des 
Magnetismus von N in die Oberfläche bei P geschaflt. Es ist aber klar, 
dass man dies Verfahren so lange fortsetzen kann, als noch überhaupt im 
Innern Magnetismus vorhanden, so dass schliesslich doch aller Magnetis- 
mus, der im Innern war, nunmehr über die Oberfläche bei gleicher Fern- 
wirkung ausgebreitet ist. 

Hierbei kann es allerdings geschehen, dass auf denselben Punkt P 
der Oberfläche sowohl Nord- als Südmagnetismus entfallt, deren Differenz 
daher den eigentlichen freien Magnetismus des Punktes P bedeutet; in- 
sofern ist dann allerdings die Menge des auf der Oberfläche vertheilten 
Magnetismus nicht mehr dieselbe wie die früher im Innern vorhandene. 

Einer gewissen Vertheilung I des Magnetismus im Innern eines 
Magnets entspricht übrigens nur eine einzige gleichwerthige Vertheilung 
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\Biu.f der Oberfläche, denn wären die Oberflächenvertheilungen und 0' 
gleichwerthig mit I und von einander verschieden, so müsste, wenn zur 
Vertheilung die Vertheilung 0' mit entgegengesetzten Zeichen hinzu- 
gegeben wird, die Fernwirkung Null sein, obwohl einzelne Punkte der 
Oberfläche mit Magnetismus besetzt wären, da eben und O nicht iden- 
tiscli sind. Das letztere unrichtige Resultat lehrt nun, dass wirklich der 
Vertheilung J nur eine einzige Oberflächenvertheilung entsprechen kann. 
Umgekehrt jedoch können für eine Vertheilung von Magnetismus 
auf der Oberfläche unzählige gleichwerthige Vertheilungen im Innern an- 
gegeben werden. Man braucht ja nur, wenn man einmal eine gleichwer- 
thige Vertheilung im Innern gefunden hat, den Magnetismus eines Theil- 
chens über eine Kugel zu vertheilen ; man hat dann bei constanter Fern- 
wirkung alsogleich eine andere Vertheilung des Magnetismus im Innern 
des Magnets. 

Aus dem Letzten folgt, dass wir nicht im Stande sind, aus den be- 
kannten Femwirkungen eines Magnets die Vertheilung des Magnetismus 
abzuleiten, die im Innern dieses Magnets stattfindet, wir können höch- 
stens angeben, welche Vertheilung von Magnetismus auf der Oberfläche 
des Magnets dieselben Fernwirkungen hervorbringt. 

Der magnetische Zustand der Erde. t)ie letzten Betrachtungen §. 93. 
gelten auch für die Erscheinungen des Erdmagnetismus ; rühren dieselben 
von Magnetismus her, der auf der Oberfläche und im Innern der Erde 
seinen Sitz hat, so können wir durch die Beobachtung der Bestimmungs- 
stücke der erdmagnetischen Kraft zwar nicht die Vertheilung des Mag- 
netismus im Innern der Erde finden, aber wenigstens eine gleichwerthige 
Vertheilung desselben auf der Erdoberfläche angeben. 

Gauss hat nämlich gezeigt, dass, welches auch diese Vertheilung von 
Magnetismus auf der Erdoberfläche sein mag, die hieraus für einen belie- 
bigen Punkt der Erde resultirende Intensität und Richtung der erd- 
magnetischen Kraft sich immer in convergirende Reihen entwickeln las- 
sen muss, die nach Potenzen der Sinusse und Cosinusse der geographischen 
Breite und Länge jenes Punktes fortschreiten. 

Jene Reihen enthalten, wenn man bis zu den Gliedern fünfter Ord- 
nung aufsteigt, 24 Zahlencoefficienten , deren Werthe aus ebenso vielen 
Beobachtungen theils der Intensität, theils der Declination und Inclina- 
tion gefunden werden können, so dass man dann für jeden beliebigen Ort 
der Erde mit ihrer Hülfe die Grösse und Richtung der erdmagnetischen 
Kraft vorausberechnen kann. Die schon bei diesem Grade der Annähe- 
rung stattfindende Uebereinstimmung mit der Beobachtung ist ein Be- 
weis dafür, dass die erdmagnetische Kraft wirklich von der Oberfläche 
oder vom Innern der Erde ausgeht; indem im . entgegengesetzten Falle 
jene Reihen divergiren. 

Bekanntlich unterliegen Richtung und Intensität des Erdmagnetis- 
mus nicht nur täglichen und jährlichen periodischen Schwankungen, son- 
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dern ändern sich auch continuirlich, was freilich auch eine periodisclxe 
Variation von sehr langer Dauer sein kann. Deipzufolge sind die erwähn- 
ten 24 Zahlencoefficienten nicht vollkommen constant, sondern müssen 
sich theils periodisch, theils continuirlich im Laufe der Zeit ändern. 



n. Ermittelung der Bestimmungsstücke des Erdmagne- 
tismus. 

94. BeBtimmung der Dedination und ihrer Variationen. Der ab- 

solute Werth der Dedination lässt sich mit grosser Genauigkeit mit Hülfe 
des von Gauss angegebenen Magnetometers bestimmen. Dasselbe besteht 
aus einem Magnetstabe, der an einem Ende einen kleinen Spiegel trägt, 
welcher nahezu senkrecht zur magnetischen Axe ist. Dieser Stab lässt 
sich in horizontaler Lage in ein Messingsttick legen, welches an einem 
langen Faden aufgehängt ist; der Stand des Spiegels wird mittelst Fern- 
rohr und Scala beobachtet, indem man in diesem Falle das Fernrohr eines 
Theodolits verwendet, der mit Bezug auf den Faden nahezu im magneti- 
schen Meridiane so aufgestellt wird, dass sein Azimuthaikreis gehörig ho- 
rizontal steht. 

Hat man nun beobachtet, dass für die Ruhelage des Magnetstabes 
der Theilstrich n djer Scala mit dem Fadenkreuz des Femrahrs überein- 
stimmt, so legt man den Stab um, so dass seine untere Seite obenauf 
kommt, und wird für die neue Ruhelage etwa den Sealentheil n' beobach- 
ten. Da, wenn wir einstweilen von der Torsion des Fadens absehen, in 
beiden Fällen die magnetische Axe des Stabes sich in den magnetischen 
Meridian stellen muss, so wird auch der Spiegel in beiden Fällen gleiche 
Winkel mit diesem Meridiane bilden müssen. Letzterer wird daher durch 
den Sealentheil m = |(w — n') gehen, vorausgesetzt, dass die Scala nahezu 
senkrecht zum magnetischen Meridian ist. 

Wäre die Lage des Spiegels in den beiden Stellungen eine zu ab- 
weichende, so hat man die Neigung desselben zur magnetischen Axe mit 
Hülfe dreier kleiner Schrauben so lange zu ändern, bis die Differenz 
n — n! genügend klein geworden ist. 

Um aber aus m den kleinen Winkel a zu finden, welchen der mag- 
netische Meridian mit der Verticalebene bildet, die durch die Axe des 
Femrohrs geht, hat man zuerst den Theilstrich v zu bestimmen, in dem 
letztere Ebene die Scala schneidet. Zu dem Zwecke lässt man vom 
Rande des Objectivs ein Loth über die Mitte desselben herabhängen, 
das auf der darunter befindlichen Scala unmittelbar den Theilstrich v an- 
giebt. Bedeutet dann noch e den horizontalen Abstand des Scalentheils m 
von dem Spiegel, so hat man bei der angegebenen Lage der Scala 

tana = 1) 
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Hat man nun für irgend ein terrestrisches Object das Azimuth Q, 
d. h. den Winkel, den eine durch die Verticale und jenes Object gelegte 
Gbene mit dem astronomischen Meridiane bildet, auf astronomischem Wege 
ermittelt, und muss man das Fernrohr des Theodolits aus seiner ursprüng- 
lichen Stellung um den horizontalen Winkel drehen, bis jenes Object 
mit dem Fadenkreuz übereinstimmt, so hat man schliesslich für die De- 
clination den Ausdruck 

d = Q ± ö ± a 2) 

worin die Zeichen von ö und «je nach der Lage des Magnets und des 
Theodolits gegen das terrestrische Object zu bestimmen sind. 

Was nun die Torsion des Fadens betrifft, so kann man dieselbe fürs 
Erste dadurch sehr gering machen, dass man statt des Magnets einen 
ahnlich gestalteten, gleichschwere,n Torsionsstab in die Aufhängungsvor- 
richtung legt. Letzterer ist ebenfalls mit einem Spiegel versehen, aber 
nur sehr schwach magnetisch, so dass seine Ruhelage hauptsächlich nur 
durch den Faden bedingt ist. Die Torsion des Fadens bei dieser Stel- 
lung ist daher verschwindend und man hat somit nur ein Ende des Fa- 
dens so lange zu drehen, bis die Axe des Torsionsstabes bei der Ruhe- 
lage in den magnetischen Meridian fallt. Denn legt man jetzt wieder den 
Magnetstab ein, so ist derselbe im magnetischen Meridiane nun ebenfalls 
frei von der Torsion des Fadens. 

Der hierbei übrigbleibende Fehler kann auf folgende Weise wegge- 
bracht werden. Es seien n, q die wenig von einander verschiedenen Ein- 
stellungen des Magnets und des Torsionsstabes; man ertheile dem Faden 
eine beliebige Drehung, wodurch die neuen Einstellungen Wi und gi wer- 
den. Bedeutet nun p den um die Torsion corrigirten richtigen Werth 
von n, so entsprechen den Stellungsunterschieden q — n und g[i — ni der 
beiden Stäbe die Abweichungen n — p und ni — p des Magnetstabes 
vom Meridiane. Wegen der Kleinheit dieser Grössen kann man nun mit 
sehr grosser Genauigkeit dieselben einander proportional setzen, und 
hat so 

q — n : n — p = qi — Ui : rti — p 
woraus 

(ni~n) (g — n) 
i> — n = ; — . . ... . . 3) 

folgt, welch^ Grösse zu dem früher mit m bezeichneten Sealentheil hinzu 
zu addiren ist, soll der Einfluss des Fadens bei der Bestimmung des 
magnetischen Meridians berücksichtigt werden. 

Eine strengere Methode, die Torsion des Fadens zu eliminireh, grün- 
det sich auf die Formeln des §. 88. Nach den Gleichungen 2) und 6) 
ist nämlich 

(t "" ^)8in{y^ — a) = /?<, — yo 
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wo für yo der dem Scalentheile m entsprechende Winkel aus Gleichung' 1) 1 
zu setzen ist. Ersetzt man nun den Magnetstah durch den Torsionsst^ab | 
und dreht man zur Ermittelung von Je den Faden wieder um den Winkel ' 
d, 80 geht die vorhergehende Gleichung über in 



(^ - l) siniYo' -a) = ß,- y,'. 



Aus den zwei letzten Gleichungen lässt sich nun die einzige Unbe- 
kannte ßo eliminiren, und man hat, wenn man noch für die Sinusse der 
sehr kleinen Winkel yo — « und yo — a die Bogen setzt, für den von 
der Torsion des Fadens befreiten Werth von a 

"- ßTTJ? *^ 

Da die Declination sich beständig ändert, so müssen bei der Berech- 
nung derselben alle Ablesungen noch auf dieselbe Zeit reducirt werden. 
Zu dem Zwecke müssen die Aenderuugen der Declination, bei denen man 
die Torsion des Fadens nicht zu berücksichtigen braucht, immer gleich- 
zeitig an einem zweiten ähnlichen Instrumente beobachtet werden, dessen 
Angaben man in Scalentheilen des Magnetometers umrechnet und zu den 
an letzterem gemachten Beobachtungen mit richtigen Zeichen hinzufügt 

Eine weitere Folge der Veränderlichkeit der Declination ist, dass der 
Magnetstab nie vollkommen zur Ruhe kommt, wodurch die Beobachtung 
seines Standes zu einer bestimmten Zeit sehr erschwert wird. Man ver- 
setzt daher denMagnet in kleine Schwingungen und beobachtet lieber die 
grössten Entfernungen desselben aus seiner Ruhelage. In diesen Punkten 
ändert sich nämlich der Sinn der Bewegung des Magnets ; bis dasselbe ge- 
schehen ist, bleibt er ruhig, und diese allerdings sehr kurze Zeit wird zur 
Beobachtung seines Standes verwendet. Nimmt man nun aus gerade ent- 
gegengesetzten Excursionen das Mittel, so kann dies als die Ruhelage 
des Magnets für das Mittel der Zeit betrachtet werden. 

§. 95. Bestimmung der Inclination. Hierzu dient ein sogenanntes In- 

clinatorium. Dasselbe besteht aus einer Magnetnadel, die um eine durch 
ihren Schwerpunkt gehende horizontale Axe drehbar ist, und aus einem 
Theilkreise, welcher concentrisch mit der Magnetnadel auf der Axe der- 
selben senkrecht , folglich vertical steht. Wird nun dieser Kreis parallel 
dem magnetischen Meridiane gestellt, so bildet sein horizontaler Halbmes- 
ser mit der Nordspitze der Nadel einen Winkel, der bis auf die ünvoll- 
kommenheiten des Apparates gleich ist der Inclination. Um den Einfluss 
dieser ünvollkommenheiten zu beseitigen , verfährt man auf folgende 
Weise. Man beobachtet erstens gleichzeitig immer den Stand der Nord- 
- und Südspitze der Nadel, beide Winkel gezählt in demselben Sinne. Geht 
nämlich die Drehungsaxe der Nadel nicht durch den Mittelpunkt des 
Kreises, so werden diese zwei Winkel von ihren wahren Werthen im ent- 
gegengesetzten Sinne abweichen und zwar fast genau um gleichviel; nimmt 
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xnan daher aus beiden Winkeln das Mittel, so erhält man einen von der 
lExcentricität der Nadel freien Winkel (pi , der einem bestimmten Radius 
O X derselben entspricht. Man dreht nun das Instrument um die Verti- 
kale um 180<^ und wiederholt die frühere Bestimmung; der beobachtete 
Stand des Hadius OX sei jetzt (p2* In beiden Lagen beobachtet man noch 
d.ie Schwingungsdauer der Nadel, und r sei das Mittel aus den beiden 
liierfür gefundenen Werthen. Nun wird die Nadel entgegengesetzt mag- 
xietisirt und die früheren Beobachtungen von Neuem gemacht, wobei die 
Jetzigen 9)3, 9)4, t^ sein sollen. Aus diesen Bestimmungen erhält man 
nun den wahren Werth i der Inclination durch folgende Betrachtungen. 
Es sei p das Gewicht der Nadel und 8 der Abstand ihres Schwer- 
punktes von der Drehungsaxe; Ö und fi seien die Verticalwinkel , die die 
Linie s und die Protection der magnetischen Axe der Nadel auf den Me- 
ridian mit dem projicirten Radius OX bilden. Für die zuerst betrach- 
tete Stellung wird daher die Protection der magnetischen Axe mit der 
E.ichtung der wahren Inclination den Winkel 91 4" f^ — * bilden. Das 
von dem Erdmagnetismus auf die Nadel ausgeübte Drehungsmoment ist 
daher JtfJsm(g?i+f* — i)., wenn I die Intensität der erdmagnetischen 
Kraft bedeutet. Für das von der Schwere hervorgebrachte Drehungs- 
moment hat man aber pscos((pi -\- 6) und somit für die erste Ruhelage 
die Bedingungsgleichung 

MIsin(q)i + ^ — = pscos(q)i + (J), 

oder, da der Winkel q)^ + ft — • i bei einem guten Instrumente immer 
sehr klein ist, 

an o 

(pi + ii — i = ^cös(g?i + ö). 

Für die zweite der angegebenen Stellungen hat man ft und 6 mit 
entgegengesetzten Zeichen zu nehmen, da in diesem Falle die untere Seite 
der Nadel obenauf kommt. Somit ist für diesen Fall 

g)2 — ^ — i = ^cos(g)i — ö). 

Das Ummagnetisiren d^r Nadel hat nur den Effect, dass die Lage 
des Schwerpunktes mit Bezug auf die Drehungsaxe die gerade entgegen- 
gesetzte wird, d. h. 8 ist für die zweite Lage der Pole negativ zu neh- 
men und man hat, wenn jetzt das magnetische Moment gleich M' ist, 

<P3 + (i — i — — •^J<^s(9b + <J) 



y^ — ^ — ^ = _ .^cos((Pi — 6), 



Setzt man nun 
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ßo gehen die vorhergehenden Gleichungen über 

« = 91+/* — hcosq)i -\- ksintpi 
i = g)2 — ft — hcosfp2 — ksin(p2 
t = g}3 -f- |[i -|- khcosfpz — khsinifii 
i = g}^ — ^ + Xhcosfp4, + kksinfp^ 



1) 



Aus diesen vier Gleichungen können nun die drei unbekannten 
Grössen ft, Ä, k eliminirt und so der Werth von i bestimmt werden, vor- 
ausgesetzt, dass man weiss, wie gross A ist. Dies erfahrt man aber eben 
durch die Bestimmung von t und r'. Denn da, wenn wir von der Schwere 
absehen, das Drehungsmoment, welches auf die Inclinationsnadel wirkt, 
proportional ist dem Sinus ihrer Ablenkung aus der Richtung der Incli- 
nation, so wird eine solche Nadel ebenso schwingen wie eine Declina- 
tionsnadel oder überhaupt wie ein zusammengesetztes Pendel. Somit 
haben wir, unter T das Trägheitsmoment verstanden, die Formeln 



='^Vii' ^'="VS 



und daher 



aus welcher Glei'chung der Werth von A bestimmt werden kann. 

§. 96. Bestimmung der Inolination ausserhalb des magnetischen 

Meridians. Will man der Aufstellung des Inclinatoriums im magne- 
tischen Meridiane ausweichen, so kann man die Inclination auch dadurch 
ermitteln, dass man die Beobachtungen des §.95 für zwei Stellungen des 
Kreises ausführt, die sich um einen bekannten Horizontalwinkel von ein- 
ander unterscheiden. Um dies einzusehen, wollen wir die Neigung e der 
Inclinationsnadel für den Fall entwickeln, dass ihre horizontale Drehungs- 
axe mit dem Meridiane den Winkel % bildet. Wir haben zu diesem 
Zwecke natürlich das vom Erdmagnetismus ausgeübte Drehungsmoment 
gleich Nullzu setzen. Dasselbe zerfällt aber in eine verticale und eine 
horizontale Componente, von welchen die letztere wieder in die zwei ho- 
rizontalen Kräfte Hsin% und Hcqs% zerlegt werden kann. Die zweite 
dieser Kräfte ist ohne Einfluss auf die Stellung des Magnets, da sie 
parallel der Drehungsaxe ist. Die Drehungsmomente der beiden zur Axe 
senkrechten Kräfte F und Hsinx sind aber VMcose und HM sing) sine, 
welche, da sie den Winkel e im entgegengesetzten Sinne zu ändern stre- 
ben, auch mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen sind. Für die 
Gleichgewichtslage muss daher 

VMcose = HMsinxsine 
oder 



Digltized by VjOOQIC 



Bestimmungsstücke des Erdmagnetismus. 143 

tan e = -—-: — 1) 

sein. Der grösste Werth von e ist offenbar 90®, wenn nämlich $in(p = Oj 
q) = ist, d. h. wenn die Drehungsaxe parallel dem magnetischen Me- 
ridiane ist. 

Den kleinsten Werth erreicht dagegen e für sinq) = 1, g? = 90^ 
wenn also die Drehungsaxe senkrecht zum magnetischen Meridiane steht, 
und zwar ist dann e gleich der wahren Inclination, für welche 

tarn = — 2) 

Diese zwei speciellen Fälle lehren übrigens, wie man mit Hülfe einer 
Inclinationsnadel die Lage des magnetischen Meridians, freilich nicht mit 
grosser Schärfe, finden kann. 

Ist nun etwa e' der Werth von e, wenn der Winkel x um a ver- 
grössert wird, so hat man 

Y 

tane' = ^ . . — t—t 3) 

Hstn (;c + a) 

und findet mit Hülfe der vorhergehenden Gleichungen 1) und 2) 

tani = tane . smr, cotx = 7—. cota . . . 4) 

tane stna 

wodurch die Eingangs gestellte Aufgabe gtlöst ist. 

Macht man ^a = 90 ^ dreht also den Kreis nach der ersten Beob- 
achtungsreihe um einen rechten Winkel, so geben die früheren Glei- 
chungen 

_I___i_j__L_ 5) 

tani^ tane^ tane'^ 

Macht man von den Formeln 4) oder 5) Gebrauch, so ist es am 
zweckmässigsten, die beiden Stellungen so zu wählen, dass sie nahezu 
gleiche Winkel mit dem Meridiane bilden. Denn je weiter die Stellun- 
gen sich vom Meridiane entfernen, je mehr also die scheinbare Inclina- 
tion gleich 90® wird, desto schwieriger und ungenauer wird die Beobach- 
tung derselben. 

Messung der Inclinationsvariationen. Die Reibung, welche an §. 97. 
den Axen der M^netnadel eines Inclinatoriums stattfindet, bewirkt, dass 
die Nadel bei kleinen Aenderungen der Inclination ihren Stand gar nicht 
ändert. Zur Bestimmung dieser Variationen hat man daher eine Art 
Magnetometer angewendet, bei dem östlich und westlich von dem Magnete 
zwei gleiche weiche Eisenstäbe in derselben Entfernung vertical so aufge- 
stellt sind, dass von dem einen Stabe das obere, von dem andern aber 
das untere Ende mit dem Mittelpunkte des Magnets in einer horizontalen 
zum magnetischen Meridiane senkrechten Linie liegen. In diesen beiden 
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Stäben wird nämlich nur durch die yerticale Componente der erdmagiK 
tischen Kraft Magnetismus inducirt, und zwar bei verschiedener Inclina- 
tion in verschiedener Stärke, da mit der Inclination sich nothwendig auch 
die verticale Intensität ändert. Das Drehungsmoment nun, welches die 
Eisenstäbe in Folge dieser magnetischen Induction auf einen Magnet vom 
Momente eins ausüben, kann der inducirenden Kraft V proportional g-e- 
setzt werden, muss aber noch um das von ihrem permanenten Magnetis- 
mus herrührende Drehungsmoment A vermehrt werden, so dass, wenn ia 
der Ruhelage die Axe des Magnets mit dem magnetischen Meridiane den 
Winkel u bildet, wir haben werden 

MHsinu — M(A + aV) = 
oder 

Hsinu = J. + aHtani 1) 

Hat sich nun zu irgend einer Zeit u um den kleinen Winkel ^u 
geändert, so rührt dies daher, dass sich H, i und d etwa um die Grosse 
z/JT, ^i und ^d geändert haben, so dass für die neue Ruhelage ist 

Mit Vernachlässigung der höheren Potenzen der Bogen der kleinen 
Winkel ^i und ^u — ^d kann man setzen 

ziniyt, -|- /du — /^d) = sinn + {/In — z/lQcosw 

tan{i + ^i) = — — - — : = {tani + ^%) (X + -^« . tan %) 

1 — ^% . tdnx 

= tani 4- Ji(l ■\- tanin = tani A rr 

welche Werthe, in die frühere Gleichung substituirt, bei derselben Ver- 
nachlässigung geben 

S 

(II-\-dH)8inu -\-Hcosu . Mu — dd) = ta/ni . /^H A :r^** 

cost^ 

Subtrahirt man hiervon die Gleichung 1), so wird nach gehöriger Re- 
duction 

^. /cosucosi^ , sin2i\ ^dH , cosu . . ... .. . 

zft = \^ H —j -g- + -^(^«* — ^ä) cost^ . 2) 

Beobachtet man nun mit /^u gleichzeitig auch die Aenderung der 
Declination und die relative Aenderung ( j der horizontalen Inten- 

sität, so kann man aus Gleichung 2) die Variation der Inclination berech- 
nen, falls man noch die Inductionsconstante a kennt. Letztere kann 
experimentell etwa dadurch bestimmt werden, dass man die beiden Eisen- 
stäbe umkehrt, so dass ihr unteres Ende obenauf kommt. Hierdurch geht 
offenbar nur die Wirkung ihres permanenten Magnetismus in die ent- 
gegengesetzte über, und wir werden, wenn nun der Winkel ti' der Ruhe- 
lage entspricht, analog der Gleichung 1) haben 
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Hsinu' = — Ä + aHtani, 
folglich auch 

Hsin — - — cos — - — = aHtcmi. 
2 2 

Da der permanente Magnetismus immer nur gering ist, so ist die 
Differenz u — u' auch klein und man kann daher setzen 

= sin — - — tarn 3) 

Messung der horizontalen Intensität. Die Operationen, die man §. 98. 
auszufuhren hat , um die Intensität B. der horizontalen Componente des 
Erdmagnetismus zu finden, zerfallen in zwei Theile. Erstens hat man für 
einen Magnetstab die Grösse M : H zu ermitteln Hierzu beobachtet 
man am Magnetometer nach der im §. 88 angegebenen Methode die 
Ablenkungen, die der Magnetctab A wo möglich in der ersten Hauptlage 
auf einen um eine verticale Axe drehbaren Magnet B hervorbringt. 
MaD bringt hierbei den Magnetstab A in die gleiche Entfernung östlich 
und westlich von B und vertauscht auch noch jedesmal seine Pole. Aus 
dem Mittel der Ablesungen bei diesen vier Stellungen ergiebt sich dann 
der zur Entfernung B^ gehörige Ablenkungswinkel u, uud man hat, wenn 
k die Torsionsconstante bedeutet, welche auf die im §. 88 angegebene 
Weise gefunden werden kann, 

ebenso für eine zweite Entfernung 

2M , P 

^^**^=H(1+Ä)Ä| + ^ 
i^nd somit durch Elimination der unbekannten Grösse P 

M 1 + Ä; B^ianui — Bltanit^ 

"H ~ ~1l Bl - Bl ~ 

Zweitens ist nun für den Magnetstab ^ auch noch das Product MH 
zu messen; man versieht ihn zu diesem Zwecke mit einem Spiegel und 
legt ihn statt des Magnetstabes B in die Messinghülse des Maguetometers. 
Diese Hülse gestattet ferner einen Holzstab quer über den Magnetstab 
A zu legen, so dass die beiden Stäbe sich in der Drehuugsaxe senkrecht 
kreuzen. Auf diesen Holzstab nun werden zwei cylindrische Gewichte in 
gleichen Entfernungen von der Drehuncsaxe gelegt und dann die Schwin- 
gungsdauer des ganzeiT Systems ermittelt. Sind bei zwei Beobachtungen 
Yx und ra die Entfernungen der Axen der Gewichte von der Drehungsaxe, 
r| und t2 aber die jedesmalige Schwingungsdauer, j) die Masse eines Ge- 
wichtes und li\ die Torsionsconstante, so ist nach §. 68 und §. 88 

\ W 9^ t* — %l 

Lang, theoretische Physik. 10 



ianUi = ^V-, I T.^T?3 + l?5» 
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Aus den Gleichangen 1) und 2) erhält man nun 

durch welche Gleichungen die horizotale Intensität und das magnetische 
Moment des Magnetstabes A in absolutem Maasse gegeben sind, d. h. die 
Zahlenwerthe von H und M sind nur abhängig von den allgemeinen für 
Raum, Zeit und Masse gewählten Einheiten. 

Damit bei Beobachtung der Winkel u der drehbare Magnet nach 
jeder Stellungsänderung des ablenkenden Magnets rascher zur Ruhe 
komme, umgiebt man den ersteren meist mit einem hohlen Kupfercylinder, 
einem sogenannten Dämpfer, oder legt einfach unter denselben eine 
Kupferplatte. In dem Kupfer werden nämlich durch die Bewegung 
des Magnets elektrische Ströme inducirt, deren Rückwirkung auf den 
Magnet die Bewegung desselben verlangsamt. 

Gauss hat übrigens eine Methode angegeben, nach welcher man die 
Stellungsänderungen des ablenkenden Stabes so vornehmen kann, dass 
der bewegliche Magnet dabei nicht in Schwingungen geräth*). 

Wie Weber zeigte, erhält man schon einen ziemlich genauen Werth 
für die horizontale Intensität, wenn man statt des Magnetometers bloss - 
eine Boussole benutzt, deren Nadel. durch den Magnetstab Ä abgelenkt 
wird. Letzterer hat die Gestalt eines rechtwinkligen Parallelepipeds und 
wird, um den Werth von 3IH zu finden, an einem langen Faden hori- 
zontal aufgehängt und in kleine Schwingungen versetzt. Aus der Dauer 
r derselben ergiebt sich dann MH nach der Formel 

^2 a^ J- i)^ 

worin P die Masse des Magnetstabes A^a^h aber die Längen seiner zwei 
horizontalen Seiten sind. 

§. 99. Messung der Variationen der horizontalen Intensität. Das 

von Gauss zu diesen Bestimmungen angewendete Bifilarmagnetometer 
besteht aus einem an zwei Drähten nach der im §. G7 beschriebenen 
Weise aufgehängten Magnetstabe mit horizontaler Axe, dessen Stand wie- 
der mit Spiegel, Fernrohr und Scala beobachtet wird. Die unteren Auf- 
hängungspunkte B^ B' sind an einem Theilkreise befestigt und können 
gegen das Schiffchen, welches den Magnet trägt, um einen beliebigen 
Winkel gedreht werden. Desgleichen ist der über dem Kreise angebrachte 
Spiegel drehbar und kann die Stellung ebenfalls am Theilkreise abgelesen 
werden, wodurch es möglich wird, auch grössere Entfernung des Mag- 
nets aus seiner ursprünglichen Stellung zu messen, indem man in solchem 
Falle den Spiegel zurückdreht, bis wieder der ursprüngliche Sealentheil 
mit dem Fadenkreuze des Fernrohrs übereinstimmt. 

Man hat nun zuerst das Schiffchen so gegen die Linie BB' zu dre- 
hen, dass die Axe des Magnetstabes in den magnetischen Meridian fallt. 

*} Ro'^ulf. d. ma.fljn. Vereins 1849, S. 52. 
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Dies erkennt' man daran, dass sich die Stellung des Spiegels nicht ändert^ 
wenn man statt des Magnets einen gleich schweren unmagnetischen Kör- 
per in das Schiffchen legt. Bei dieser Stellung, welche wir die „natürli- 
che Lage" nennen, müssen offenbar die unteren Aufhängungspunkte mit 
den oberen in derselben Verticalebene liegen, so dass die Schwerkraft 
keine Drehung des Apparates zu bewirken strebt. Drehen wir nun das 
Schiffchen gegen die Linie BB^ um den Winkel ^, so sucht der Erd- 
magnetismus den Magnet in den Meridian iiurückzuführen ; da hierbei die 
unteren Aufhängungspunkte gegen die oberen gedreht werden, so fangt 
auch die Schwerkraft in einem dem Erdmagnetismus entgegengesetzten 
Sinne zu wirken an. Macht nun der Magnet mit dem Meridiane den 
Winkel w, so beträgt die Drehung der Aufhängungspunkte gegen einander 
offenbar g? — w, in Folge dessen die Schwerkraft nach §.67 dem Appa- 
rate das Drehungsmoment Dsin(<p — u) ertheilt, wenn D = -j-gM das 

statische Directionsmoment bedeutet. Da das Drehungsmoment der erd- 
magnetischen Kraft HMsinu ist, so haben wir für die Ruhelage die 
Gleichung 

Dsin(q) — u) = HMsinu 1) 

Hat sich nun der Stand des Magnets um ^u geändert, so rührt dies 
theils von der Aenderung von H um ^H^ theils von der Aenderung der 
Declination um ^ d her. Indem durch die letzte Grösse die Drehung der 
Aufhängungspunkte gegen einander nicht geändert wird, sondern nur das 
Drehungsmoment des Erdmagnetismus verschieden ausfallt, so haben wir 
für die neue Ruhelage die Gleichung 

Dsin((p--u — ^u)=:(H+^H)Msin(u + ^du — ^a) . . 2) 

Da wenigstens für die täglichen Variationen ^d ein sehr kleiner 

Winkerist, so kann man cos^d = 1, sin^d == z/d setzen, und das 

mit ^Hund /J d multiplicirte Glied als von der zweiten Ordnung der 

Kleinheit ganz weglassen; dann geht Gleichung 2) über in 

D sin (q) — w — z/t*) = (H + ^H) Msin (u+-zJu) — 
— HMcos(u + ^u) . /Jd, 
Subtrahirt* man hiervon die mit cos^u multiplicirte Gleichung 1), 
so wird 
— Dcos(q) — u)sin^u = HMcosusin^u -\' ^H,Msin(u-\-^u) — 

— ^ HMcos(u + ^u) . ^d. 
Dividirt man nun diese Gleichung noch durch die Gleichung 1), so 
erhält man nach leichter Reduction 

--=- = — \coSU + StnUCOt((p — U)\ -r-p ; — -T-T + 

+ cot (u H- ^u) . ^d . . 3) 
aus welcher Gleichung nun die relative Variation von H gefunden wer- 
den kann. Das mit Jd multiplicirte Glied kann ganz vernachlässigt 
werden, wenn man den Winkel q) so wählt, dass u = 90^ wird, d. h. 

10* 
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dass der Magnetstab senkrecht auf dem magnetischen Meridiane steht, 
was GauBB die „transversale Lage" nennt. Dann ist tiämlich der Ooeffi- 
cient von z^^ ebenfalls eine sehr, kleine Grrösse und wir haben, wenn 
für diesen speciellen Fall (p tibergeht in i^ 

— =- = — tani>tan^u ..4) 

H. 

Diese Gleichung lehrt, dass der Apparat desto empfindlicher, d.Ä. 
der Ausschlags winke! ^u desto grösser sein wird, je kleiner tan^f ist, 
also je mehr sich tl' dem Werthe von 180® nähert. Nun giebt Glei- 
chung 1) 

HM 
eost = fr- 5) 

es muss also HM nahezu gleich D sein, soll der Apparat sehr empfind- 
lich sein. Die Bestimmung des Winkels i^ durch directe Beobachtung 
oder durch Messung der Grössen HM und D ist unpraktisch. Es gelingt 
dies jedoch durch Schwingungsversuche. Entfernen wir den Magnet aus 
seiner durch Gleichung 1) gegebenen Ruhelage um den Winkel a, so he- 
ben sich die Drehungsmomente der Schwere und des Erdmagnetismus 
nicht mehr auf, ihre algebraische Summe ist vielmehr 

^— 2) sin(q) — u — «) -h HM sin {u -f «) 
oder mit Rücksicht auf Gleichung 1) 

[Dco8(q) — u) + HMcosu]sina = Zsina ... 6) 
Da der mit Z bezeichnete Ausdruck unabhängig ist von a, so ler- 
nen wir hieraus, dass der Magnet um seine Ruhelage gerade so schwin- 
gen wird, wie ein unmagnetischer, bifilar aufgehängter Körper, und wir 
werden bei sehr kleinen Schwingungen für die Dauer derselben die 
Formel 



«VI 



z '> 

haben, wenn T das Trägheitsmoment der ganzen Vorrichtung bedeutet. ^ 

Wir beobachten nun die Schwingungsdauer für folgende zwei Fälle. 
Erstens für die natürliche Lage, in welcher u == q) = 0, und daher 



'V= 



+ HM ^^ 

ist. Zweitens aber legen wir, ohne sonst etwas am Apparate zu ändern, 
den Magnet mit vertauschten Polen in das Schifichen. Hierbei bleibt die 
frühere Ruhelage auch jetzt noch stabil, wenn nur, wie dies ja auch 
Gleichung 5) erfordert, HM K^D ist. Für diese „verkehrte Stellung" ist 
also u = 180^ q) = und 



-Vf 



HM ' 
Aus den Gleichungen 8) und 9) erhält man nun 
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,t2 + tn 



2D = n^T 
2HM= n^T 



t2 — 



^1 ^2 



10) 



und durch Substitution dieser Wefthe in Gleichung 5) 







sini; =z 


2r,r, 
-/ + ^' - 


tantif 


= 


2 t, Tg 





11) 



Aus einer dieser Gleichungen findet man nun den Winkel ^, um 
welchen man die Linie BB' gegen das SchiflFchen zu drehen hat, damit 
der Magnetstab in die transversale Lage kommt. Dreht man gleichzeitig 
den Spiegel um den Winkel — ^, so sieht man wieder die Scala im 
Femrohr. Beobachtet man auch in dieser Lage die Schwingungsdauer, 
ßo hat man, da jetzt u = 90®, 9 = ^ ist 

Somit ist mit Rücksicht auf die Gleichungen 10) und 11) 

— T = — Dsmt = 5- T 2 a ' 

^ T« 2 t, t« 



+ '* 



2 



Ü^T- ^ 



2 ± Ti Tg 

und folglich, da r^ positiv sein muss, 

r^ = T1T2 . 12) 

d. h. Vq ist die mittlere geometrische Proportionale aus Tj und r2. Die 
Bestimmung von T© kann daher als Controle dienen, ob der Magnet wirk- 
lich senkrecht zum magnetischen Meridiane ist. 

Soll das Bifilarmagnetometer in demselben Zimmer wie der Apparat 
zur Beobachtung der Declinationsvariationen in gleicher Höhe aufgestellt 
werden, so ist es am zweckmässigsten, wenn die Verbindungslinie der 
beiden Magnetstäbe mit dem magnetischen Meridiane einen Winkel von 
35<>16' macht, indem dann, wie Gleichung 12, §. 90, lehrt, der ablen- 
kende iEinfiuss des Bifilarmagnetometers auf den Declinationsetab auch 
bei jeder Entfernung nahezu verschwindet. 

Literatur. K. F. Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram 
absolutam reyocata. Gottiugae 1832. — K. F. Gauss und W. E. Weber, Re- 
sultate ans den Beobachtungen des magnetischen Vereins. 6 Bde., 1836 bis 1841. 
— J. Lamont, Handbuch des Erdmagnetismus. Berlin 1849. — E. Kr eil, An- 
leitung zu den magnetischen Beobachtungen. 2. Aufl. Wien 1858. 
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L Elektrostatik. 

§. 100. Zur Erklärung der elektrischen Erscheinungen nehmen wir an, dass 

in jedem Körpertheilchen gleichviel Glas- und Harzelektricität in unbe- 
grenzter Menge enthalten sei; die zwei mit Glas- und Harzelektricität be- 
zeichneten entgegengesetzten Zustände denken wir uns durch das Auf- 
treten zweier unwägbarer Flüssigkeiten hervorgebracht,* indem diese Hj- 
pothese, obwohl sie eigentlich auch nur den Werth einer Hülfsvorstellung 
hat, sich in ihren Folgerungen als äusserst fruchtbar erweißt. Erleidet 
nun durch irgend welche Ursache die Glaselektricität eines unelektrischen 
Körpertheilchen s einen Impuls nach einer gewissen Eichtung, so wird 
auch immer, wie beim Magnetismus, die Harzelektricität derselben Theil- 
chen gleich stark, aber nach gerade entgegengesetzter Richtung getrie- 
ben. Die Folge hiervon ist, dass in dem betrachteten Körpertheilchen 
eine der wirkenden Ursache entsprechende Scheidung von Glas- undHarz- 
elektricitäten stattfindet. Letztere werden sich aber wieder vereinigen, 
sobald jene Ursache zu wirken aufhört, vorausgesetzt, dass nicht zuvor 
eipe der Elektricitäten entfernt wurde, oder deren Wiedervereinigung 
auf andere Weise verhindert wird. 

Zu den Ursachen, welche die Scheidung bewirken, gehört bekannt- 
lich in erster Linie die Reibung; werden die Oberflächen zweier Kör- 
per aneinander gerieben, so trennen sich die Elektricitäten der Theilchen 
der beiden Oberflächen, die eine bekommt hierbei Glas-, die andere Harz- 
elektricität. Wird nun während der Reibung die Elektricität des einen 
Körpers immer abgeleitet, so erhält man auf den anderen Körper eine 
gewisse Quantität der anderen Elektricität,' die dort auch nach Aufhören 
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der Beibang bleiben wird, bis sie nicht auf andere Weise aufgebraucht 
wurde. 

Die Scheidung der Elektricitäten in einem unelektrischen Körper- 
theilchen wird auch dadurch hervorgebracht, dass man demselben einen 
mit Glas- oder Harzelektricität besetzten Körper nähert. Man nennt dies 
die Elektrisirung durch Vertheilung. Die Theilchen der elektrischen 
Flüssigkeiten wirken nämlich aufeinander und zwar nach demselben Ge- 
setze, das wir schon für die Wechselwirkung der Körpertheilchen und 
der magnetischen Theilchen kennen gelernt haben. Sind in den Punkten 
J^y N' die Elektricitätsmeng^n ö, e' enthalten , und ist r die Entfernung 
der beiden Punkte, so üben e imd e' eine Kraft aufein'ander aus,- die in 
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirkt und gleich 

ißt. Diese Kraft ist abstossend oder anziehend, je nachdem die Elektri- 
citäten e, e' gleichnamig oder ungleichnamig sind. Wenn wir also "Glas- 
elektricität etwa mit positiven, Harzelektricität mit negativen Vorzeichen 
versehen, so bedeutet in der letzten Gleichung ein positiver Werth von 
W Abstossung, ein negativer dagegen Anziehung. 

Setzen wir die Constante 0=1, schreiben daher kurz 

w = ^ 

so setzt dies voraus, dass wir als Einheit der Elektricität diejenige Menge 
wählen, die auf die gleiche Menge in der Entfernung 1 die Kraft 1 aus- 
übt; es ist dies die sogenannte elektrostatische Einheit der Elek- 
tricität. 

Aus dem in der letzten Gleichung enthaltenen Gesetze für die Wech- 
selwirkung folgt aber nach §. 69 unmittelbar, dass eine gleichförmig 
mit Elektricität besetzte Kugelfläche auf ein elektrisches Theilchen in 
ihrem Innern gar keine Wirkung, auf ein. Theilchen ausserhalb aber eine 
solche Kraft ausübt, als ob ihre ganze Elektricität im Mittelpunkte der 
Kugelfläche vereinigt wäre. 

Anordnung der Elektricität auf guten Leitern.^ Der Efiect der §. 101. 
Anziehung, welche das elektrische Theilchen e auf e' ausübt, ist jedoch 
ein verschiedener, je nachdem sich e' auf einem schlechten oder auf einem 
guten Leiter der Elektricität befindet. Im ersteren Falle überträgt sich, 
wie beim Magnetismus, die Anziehung von e' auf das Körpertheilchen, das 
es nicht verlassen kann; im zweiten Falle dagegen begiebt sich e' nach 
demjenigen Theile des guten Leiters, der e am nächsten ist, und dort 
erst überträgt sich die Anziehung auf den Körper selbst. Entsprechend 
verhält es sich auch für die Abstossung gleichnamiger Elektricitäten. 

Im Einklänge hiermit wird auf einem schlechten starren Leiter die 
Elektricität immer im Gleichgewichte sein, wie sie auch in dem Isolator 
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vertheilt sein mag; man hat diüin einen sogenannten idioelektrischen 
Körper. Anders verhält es sich jedoch mit einem guten Leiter, dem po- 
sitive oder negative Elektricität mitgetheilt wurde. In diesem Falle kön- 
nen sich nämlich die Theilchen der Elektricität, welche sich als gleich- 
namig abstoBsen, von einander entfernen, freilich nur so weit, bis, sie sich 
gegenseitig in die Oberfläche des Leiters gedrängt haben. Auf guten 
Leitern sammelt sich daher die Elektricität in einer unendlich dünnen 
Schicht auf der Oberfläche derselben an. 

Soll aber hierbei die Elektricität im Gleichgewichte sein, so ist noch 
nothwendig, dass die Anordnung derselben auf der Oberfläche des Lei- 
ters eine solche ist, bei welcher ihre Wirkung auf jedem Punkte des Lei- 
ters, der nicht der Oberfläche angehört, verschwindet. Wäre dies näm- 
lich nicht der Fall, so würde ja in jenem Punkte üicht nur eine Mitspre- 
chende Scheidung von Elektricität stattfinden , sondern es würden dann 
auch in dem Leiter die Elektricitäten in Bewegung gerathen, was dem 
von uns vorausgesetzten Gleichgewichtszustande widerspricht. 

Die mathematische Ausführung der eben abgeleiteten zwei Sätze 
giebt uns nicht nur die Anordnung der Elektricität auf einzelnen Leitern, 
sondern löst dies Problem auch für den allgemeinsten Fall, wo bei mehre- 
ren getrennten Leitern, die aufeinander vertheilend wirken, auch noch 
die vertheilende Wirkung in der Nähe befindlicher idioelektrischer Kör- 
per zu berücksichtigen kommt. Es muss nämlich immer die Anordnung 
der Elektricitäten auf den Oberflächen der guten Leiter eine solche sein, 
dass die Wirkung der ganzen, auf den guten und schlechten Leitern vor- 
handenen Elektricität für jeden Punkt im Innern der guten Leiter ver- 
schwindet. Die Ausführung dieser Kechnung ist freilich in den meisten 
speciellen Fällen mit grossen Schwierigkeiten verknüpft. 

Unmittelbar einleuchtend ist, dass die einer einzelnen gutleitenden 
Kugel mitgetheilte Elektricität sich auf der Oberfläche der Kugel mit 
gleichförmiger Dichte anordnen wird. In diesem Falle ist ja, wie wir 
gesehen, die^ Wirkung der Elektricität auf die inneren Punkte der Kugel 
wirklich Null. Auch die Anordnung der Elektricität auf einem gut lei-^ 
tenden Ellipsoide lässt sich mit Hülfe des nachfolgenden Satzes angeben, 
der eine Ausdehnung des für Kugelschalen im §. 69 bewiesenen Satzes 
vorstellt. Unter einem Ellipsoide verstehen wir bekanntlich einen Kör- 
per, der von der ^urch die Gleichung 

gegebenen Oberfläche begrenzt wird ; a, b, c heissen hierbei die Hauptaxen 
des Ellipsoides. 

§. 102. Die Anziehung einer homogenen ellipsoidischen Schale auf 

- einen Punkt der Höhlting ist Null« Es wird vorausgesetzt, dass die 

Schale von zwei confocalen Ellipsoiden begrenzt ist; es muss also, wenn 
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*' 4. »' 4- ^' — 1 U 



die Gleichung der inneren Begrenzungsfläche, 



/Jj2 y2 jg2 

^ + ^2 + ?^ "^ ^ ^^ 



£tl>er die Gleichung der äusseren ist 

3) 



a' V c 



a h c 

sein, in welchem Falle eben die beiden Ellipsoide 1) und 2) confocal ge- 
nannt werden. Ist nun N ein beliebiger Punkt im Innern des Ellipsoids 
1) und schneidet eine durch N gelegte beliebige Gerade das Ellipsoid 1) 
in den Punkten Ä, B, das Ellipsoid 2) aber in den entsprechenden Punk- 
ten A!, JB', so ist der Gleichung 3) zufolge AB' = BB'y denn sind etwa 
aj, y^ z die Coordinaten von N, und w, t;, w die Richtungscosinusse der 
Xjinie NA^ so sind die Ooordinaten von A o£Penbar 

X -\- NAu, y + NAv, z + NAw, 
die Coordinaten des Punktes B dagegen 

X — NBu, y — NBv, z — NBw, 
Setzt man diese Grössen in die Gleichung 1) und subtrahirt die so 
erhaltenen zwei Gleichungen, so wird 

(i^^-i^^)(^- + ^ + -J = 2(^- + - + -j . 4) 
Auf dieselbe Weise erhält man für das Ellipsoid 2) 

iNBf^NA')[^ + 5^ + c^; = H^ + b^ + 7^; 

und mit Rücksicht auf Gleichung 3) 

Die Subtraction der Gleichungen 4) und 5) giebt schliesslich 
NB — NA — NB' + NA* = 0, 
oder 

NA' — NA = NB' — NB 

AA! = BB' ......... 6) 

Ziehen wir nun nahe der Linie NA noch zwei Gerade durch N^ so 
werden die durch diese drei Linien gegebenen Ebenen zwei Stücke Fi 
und V2 aus der Schale ausschneiden, welche zu beiden Seiten des Punktes 
N liegen und deren Anziehung auf letzteren genau die entgegengesetzte 
ist, die Schale als homogen vorausgesetzt. Beschreiben wir eine Kugel 
um N mit dem Radius NP = r, wo P ein beliebiger Punkt zwischen A 
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und A! ist, so wird die Durchschnittsfläche dieser KugeJ mit dem Volu- 
men Y\ gleich g r^ sein, wenn q^, die äbnliche Durchschnittsfläche für den 



Fig. 35. 




Radius 1 bedeutet. Wächst nixn 
r um das kleine Stück -^r , so 
dass NP = r + ^r ist, ixnd 
legen wir wieder eine Kugel durch 
P*, so wird das zwischen diesen 
beiden sein: nahen Kugeln lie- 
gende kleine Stück -^ Fi des Vo- 
lumen Fl gleich gr^ . /4t sein. 
Bedeutet daher D die Dichte, G 
die Anziehungsconstante , so ist 
die von -^Fi auf N ausgeübte 

Anziehung gleich C ^ 

= CDci^r, Da man nun das 
ganze Volumen Fi in solche äusserst dünne Schichten jd V\ zerlegen kann, 
so erhält man durch die Summirung der Anziehungen dieser Schichten 
die totale Anziehung des Volumen Fi auf N, nämlich 

OA' 

CDa^^Jr = GJ)q{OA'—OÄ) = CDq . AA\ 

OA 

Ebenso findet man für die Anziehung von F21 welche ersichtlich die 
gerade entgegengesetzte Richtung hat, den Ausdruck GI)q,,BB\ wel- 
cher aber nach Gleichung 6) gleich dem für Fi gefundenen Ausdrucke 
♦ ist. Die anziehende Wirkung der beiden Volume Fi und F2 auf iV 
hebt sich daher auf, und da wir offenbar die ganze Schale in solche 
Volumpaare wie Fi und V2 zerlegen können, so geht hieraus hervor, dass 
auch die Wirkung der ganzen Schale auf den Punkt N und somit auf 
jeden Punkt der Höhlung verschwindet. 

§. 103. Um mit Hülfe des vorhergehenden Satzes einen Ausdruck für die 

Elektricitätsdichte auf einen ellipsoidischen Leiter finden zu können, ha- 
ben wir noch folgende zwei Aufgaben zu lösen. 

Erstens. Es ist das Volumen F des Ellipsoides 



- + - + - 



1) 



a' h'^ ' c 

zu bestimmen. Zu dem Zwecke construiren wir um den Axenmittelpunkt 
eine Kugel mit dem Radius c, für welche also 



^^ + y^ +^^ = 0^ 



2) 



ist, und welche die Z-Axe in demselben Punkte wie das EUipsoid schnei- 
det. In der Entfernung l vom Mittelpunkte legen wir ferner zu der 
Z-Jixe eine senkrechte Ebene JE, welche, da für alle ihre Punkte is ^= l 
ist, das EUipsoid in der Ellipse 
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^ + 15 = ^-;^ 3) 

die Kugel aber in dem Kreise' 

aj2 + y2 = c« — «2 4) 

schneidet. Der Flächeninhalt der Ellipse 3) ist nach §.81 gleich 

7t ab ^ — , der des Kreises 4) aber 7t{c'^ — |2). beide Flächenräume 

verhalten sich somit wie ab : c^. Nun kann man durch Ebenen, welche 
parallel ^ äusserst naheeinander gelegt werden, das ganze Ellipsoid mit 
der Kugel in solche Paare von Ellipsen und Kreisen zerlegen, so dass die 
Sommirung der Flächenräume aller Ellipsen das Volumen des Ellipsoids, 
die Summirung der Kreise aber die Kugel giebt. Da nun das gefundene 
Verhältniss der Flächenräume für jedes solche Paar gilt, so gilt es auch 
fiir die Summe derselben, und wir haben somit 

F: |tf2;if _ öl, . C» 

F = |3ra5c 5) 

Zweitens. Es soll die Länge p des Perpendikels angegeben wer- 
den, das vom Axenmittelpunkte auf eine Ebene gefällt wird, die das Ellip- 
soid 1) in einem Punkte M tangirt, dessen Coordinaten |, i^, % sind. Für 
die letzten Grössen muss jedenfalls 

sein, die Gleichung der Tangirungöebene im Punkte M aber ist 

|^ + > + i^=l' ...... 7) 

für die Durchschnittspunkte dieser Ebene mit dem Ellipsoid 1) müssen 
nämlich die Gleichungen 1) und 7) zu gleicher Zeit bestehen, und es be- 
deuten dann Xy y, z die Coordinaten der Durchschnittspunkte. Multipli- 
ciren wir nun Gleichung 7) mit — 2 und addiren zu ihr Gleichung l) 
und die stets richtige Gleichung 6), so wird 

a2 "^ b« "^ c2 

Dieser Ausdruck kann als eine Summe lauter positiver Grössen nur 
dann gleich Null sein, wenn 

i» = l, y = '»?, ^ = S 8) 

ist. "Wir erhalten also eine einzige Auflösung für a;, y, e\ die Ebene 7)' 
hat somit in der That nur einen einzigen Punkt ^mit dem Ellipsoid 1) 
gemein, welcher Punkt, wie die Gleichungen 8) lehren, eben der Punkt 
M ist. Setzt man in Gleichung 7) je zwei der Coordinaten o?, ^, z gleich 
Null, so erhält man für die Abschnitte , welche die Tangirungsebene auf 
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a^ 52 c2 
den Coordluatenaxen bildet, die Werthe -z-, — , -r* Sind ferner w, v. w 

l n l 

die RichtungscosinuBse des Perpendikels j?, so ist offenbar 

a« 63 c2 
i' = -|-«* = ^«' = -|-«' ^) 

somit auch 

1=. «. + ,, + «,. ==,,(^E + |! + i) 

und als Lösung der gestellten Aufgabe -^ 

1 



K a* ^ b* ^ c* 



10) 



§. 104. Dichte der Elektricität auf einem ellipsoidischeB Leiter. Der 

von dem Ellipsoide 

— -f^ + — = 1 1) 

a2 ^ 52 ^ c« ^ 

eingeschlossene Kaum bestehe aus gut leitendem Materiale, demselben 
werde die Elektricitätsmenge Q mitgethcilt. Letztere muss sich auf der 
Oberfläche in einer unendlich dünnen Schicht so anordnen , dass ihre 
Wirkung auf jeden Punkt im Innern gleich Null ist. Dazu genügt aber 
nach §. 102, dass die dünne Schicht von einem confocalen EÜipsoide be- 
grenzt, die Vertheilung der Elektricität in dieser Schicht aber eine 
gleichförmige sei. "Wir construiren uns daher zu dem Ellipsoide 1) noc\i 
ein confocales EUipsoid 

^2 + Pi + 72 - L 2) 



indem wir 

!L — l^ — i. 
a h c 

setzen. Dann ist auch 

cd — a V — h c' — c 



3) 

= d 4) 



a b c- 

wo Ä einen sehr kleinen Bruch vorstellt, da die beiden Ellipsoide sehr 
nahe aneinanderliegen sollen. Ist nun M mit den Coordinaten |, 17, ^ 
ein beliebiger Punkt des Ellipsoides 1), M! aber der Punkt, in welchem 
die in M errichtete Normale das EUipsoid 2) trifft, so können wir für 
die Dichte J) der Elektricität im Punkte M, setzen 

B — K. MM' 5) 

wo K eine Proportionalitätsconstante bedeutet. Die Linie, welche den 
Mittelpunkt mit dem Punkte M verbindet, schneide das EUipsoid am 
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, -Punkte N, und die von auf die Tangirungsebene im Punkte M gefällte 
Senkrechte diese Ebene im Punkte P. Dann ist natürlich 0P\\ MM' 
Fig. 36. ^^^ ^* ^®^ kleine Bogen M^N ah gerade und 

parallel zu PM betrachtet werden kann, so ist 

AOPMqo AMM'N 
p : MM' = OM : MN,, 




^ MN y^ fON \ ,, 



Nennen wir die Richtungscosinusse der Linie 
OM etwa a, /3, y, dann hat man für die Coordinaten von M 

l=OM.cc, rj = OM.ß. t=OM,y, 

-welche, in Gleichung 1) substituirt, 

«2 /}2 y2 

geben. Auf dieselbe Weise -findet man aber für den Punkt N, wenn man 
noch die Gleichung 3) berücksichtigt 

Die zwei letzten Gleichungen geben durch Division 
0N\ _ af^ 
OM^ ~ a« * 
demzufolge 

D = Kp(^-l^ = Kpd 7) 

wird, welche Gleichung lehrt, dass die Dichte im Punkte M proportional 
ist der Länge des vom Mittelpunkte auf die Tangirungsebene dieses 
Punktes gefällten Perpendikels. Setzen wir in Gleichung 7) den für die 
Länge dieses Perpendikels im §. 103 gefundenen Werth, so wird 

ö 
D = K^ , 8) 



K a* ^ b* ^ c* 



Um aus diesem Ausdrucke noch das unbekannte K wegzubringen, 
bemerken wir, dass wenn wir die Gleichung 5) für alle Punkte des 
dlipsoides 1) aufstellen, die Addition dieser Gleichungen links die ge- 
sammte dem Leiter ertheilte Elektricität, techts aber das Volumen der 
Schicht mit K multiplicirt giebt. Mit Rücksicht auf §. 103 haben wir 
also 

Q -r= K\n(a!h'€! — ahc) 

und wegen der Gleichung 4) 

(iz=:K\^,[a(\ +«)6(l + «)c(l + *) — «&4 
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Bei der Entwickelung dieses Ausdruckes können wir zweite und hö- 
here Potenzen von Ö vernachlässigen, da die ganze Betrachtung ohnehin 
nur für unendlich kleine Werthe dieses Bruches gilt; dies gieht 

Q = Kl7c[ahc(l + BÖ) — ahc] = K^Ttabcd . . . 9) 

Setzt man den aus dieser Gleichung resultirenden Werth von Kd in 
Gleichung 7) oder 8), so wird schliesslich 

n = -^: = , , ^ . . .10) 



4««5c V^ + F + § 



§. 105. Anordnung der Elektricität auf einer elliptischen Fläche. 

Setzt man in den vorhergehenden Gleichungen 1) und 10) dieAxe c=0, 
so geht das EUipsoid üher in die Ellipse 

5 + «=- ■•■■" 

der Ausdruck D jedoch wird unbestimmt. Man findet aber den wahren 
Werth von D durch folgenden Kunstgriff*), wobei wir noch an den geo- 
metrischen Satz erinnern, dass, um eine Fläche auf eine andere Fläche zu 
projiciren, wir erstere bloss mit dem Cosinus des Neigungswinkels der 
beiden Flächen zu multipliciren brauchen. Dies lässt sich für ein pas- 
send gewähltes Quadrat alsogleich beweisen; jede andere Figur kann aber 
aus Quadraten zusammengesetzt gedacht werden. 

Es sei nun auf dem EUipsoid 1) wie früher M ein Punkt mit den 
Goordinaten |, rj, 5i und M' ein Punkt mit den Coordinaten |, ly, — ^. 
Die Linie MM^ ist dann senkrecht zur Axenebene X Y und schneidet 
dieselbe etwa in einem Punkte S. Femer sei tn ein kleines Stück der 
Oberfläche in M und M\ dagegen s die Projection von m auf die X Y- 
Ebene. Die auf m angehäufte Elektricität ist nach Gleichung 10) gleich 

Q -. 7—; denken wir uns nun diese in M und M' befindliche Elektrici- 

tätsmenge über die Fläche s verbreitet, so erhalten wir auf derselben ' 
oder im Punkte S für die Dichte der Elektricität 

^ 27thc s ' 
Es ist aber, wenn u, v, w die Richtungscosinusse der Normale im 
Punkte M bedeuten, dem Gesagten zufolge 

8 = Witt, 

und nach §. 103 auch 

£. — ^ 

Somit hat man 



*) R. Clausius, Anordnung der Elektricität auf einer sehr dannen Platte 
und den beiden Belegungen einer Fr an k li n 'seilen Tafel. Pogg. Annal. Bd. 86,1S. 161. 
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2^ abc u 27tah g 
und wenn man für y seinen Werth aus Gleichung 1) setzt 

d = . , ^ 12) 

Dieser Ausdruck für d ist unabhängig von c, er gilt daher auch 
noch, wenn c = gesetzt wird. Dann fallen die Punkte M und Jf' mit 
dem Punkte 8 zusammen und m geht über in s, so dass die mit d be- 
zeichnete Grösse wirklich die Dichte der Elektricifät auf einer elliptischen 
Fläche vorstellt. 

Für den Rand der Ellipse erfüllen die Coordinaten | und r; natür- 
lich die Gleichung 11), somit wird für alle Punkte des Randes 

d = ^-T7== ^• 

27t . ahVO 

Wird für einen Punkt der Oberfläche eines Leiters die Dichte der 
Elektricität unendlich, so ist offenbar die praktische Folge hiervon, dass 
von diesem Punkte aus die Elektricität sich alsogleich in die Luft zer- 
streut. Wäre es also möglich, eine elliptische Scheibe herzustellen, die in 
eine mathematische Linie endigt, so würde sich keine Elektricität auf 
einer solchen Scheibe erhalten können. 

Für eine kreisförmige Scheibe haben wir nur in den Gleichun- 
gen 11) und 12) a = h zu machen; dann wird, wenn wir die Entfernung 
(VJ^-fvV ^^^ Punktes S vom Mittelpunkte gleich l setzen 

d= ^.^ 13) 

Das Potential. Enthalten die Punkte M, M' . . . die Elektricitäts- §. 106. 
mengen c, e' ,., und stehen dieselben von dem Punkte N beziehungsweise 
um r, / • • • ab, so nennt man den Ausdruck 

± + £^ + ...^2± = r 

r ^ ff ^ r 

das Potential der Punkte M, M* . , . auf den Punkt N. Die Wichtigkeit 
dieses Ausdruckes ergiebt sich daraus, dass man aus demselben leicht die 
Componente der Anziehung ableiten kann, welche die Elektricitäten e, 
e' . . . auf die Elektricitätsmenge Eins im Punkte N nach einer beliebigen 
Richtung NB ausüben. Bestimmt man nämlich die Aenderung, die V 
erfahrt, wenn der Punkt N auf der Linie NB unendlich wenig verscho- 
ben wird, so ist das Yerhältniss dieser zwei Aenderungen eben gleich 
der gesuchten Componente. Um dies zu beweisen, legen wir durch den 
beliebigen Punkt ein Axensystem, dessen X-Axe parallel NB ist, und 
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mit Bezug auf welches die Coordinaten von N etwa a> b, c, die Coordi- 
naten der Punkte M, M' , . . aber a?, y, z, x' . . , sein sollen. Dann ist 



V=2J 



V(x—ay + (y-5)2 + (;8r-c2) 



Aendem wir nun die Lage von N auf der Linie NR um ein sehr 
kleines Stück, d. h. geht a über in a + ^öf» so ändert sich auch V um 
eine kleine Grösse ^ V und wir haben 

Vy2 + 2(x + a)^a rl r^ J 

Vernachlässigen wir zweite und höhere Potenzen von ^a, so wird 
mit Rücksicht auf die vorhergehende Gleichung 

r i r^ J r 

e X — a e X — a 

= 2; -5 ^a = ^a . S—i 

r^ r r^ r 

Für unendlich kleine Aenderungen von a können wir daher schreiben 

-, e X — a ,. ^V 

r^ r ^a 

c \ 

Da aber — die Anziehung von e auf die Elektricitätsmenge 1 im 

X — a , , 

Punkte N ist, und den Cosinus des Winkels, welchen B mit ISF 

r 

macht, bedeutet, so giebt die letzte Gleichung wirklich den Beweis dafür, 

dass die Anziehung nach NB gleich ist der Aenderung des Potentials 

nach dieser Eichtung. 

Die hier bewiesene Eigenschaft des Potentials macht dasselbe äusserst 
wichtig für alle Untersuchungen über die Vertheilung der Elektricität 
und auch des Magnetismus und der Schwere, deren Wirkungen ja nach^ 
demselben Gesetze statthaben. Das Potential ist daher auch Gegenstand 
der ausgedehntesten Untersuchungen vieler Forscher geworden, auf die 
wir hier natürlich nicht eingehen können*). 

Der folgende Satz lässt sich jedoch alsogleicji einsehen: „Soll die 



*) Die wichtigsten Untersuchungen sind: G. Green, An Essay on the appli- 
cation of mathematical analysis to the theories of electricity and magoetism. 
Grelle, Journ. f. Mathem. Bd. 39, 44, 47. — K. F. Gauss, Untersucbnogen 
über die im verkehrten Verhältnisse des Quadrates der Entfernung wirkenden An- 
ziehnngs- und Abstossungskräfte, Resultate des magn. Vereins für 1839. 
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iElektricität auf einem guten Leiter im Gleichgewichte sein, so mnss das 
Potential der auf ihm verbreiteten Elektricität für jeden Punkt im In- 
nern des Leiters constant sein." Denn nur wenn letzteres stattfindet, ist 
die Aenderung des Potentials nach jeder Richtung Null, und verschwin- 
det daher für die inneren Punkte die Anziehung der auf dem guten Lei- 
ter befindlichen Elektricität, wie dies eben ihr Gleichgewichtszustand er- 
fordert. 

Potential einer Kugel. Für eine mit der Elektricitätsmenge Q §. 107, 
gleichförmig besetzte Kugel lässt sich der Werth des Potentials V leicht 
aus dem Vorhergehenden angeben. Eine solche Kugel wirkt auf einen 
ausserhalb in der Entfernung x vom Mittelpunkte befindlichen Punkt 
N so, als ob ihre ganze Elektricität in vereinigt wäre. Dies wird 
aber auch für ihr Potential gelten müssen, da ja die Aenderung dessel- 
ben nach ON die Anziehung giebt. Somit haben wir für einen äusse- 
ren Punkt 

V = ^ 1) 

X ' 

Für einen Punkt im Innern der Kugel verschwindet dagegen die 
Anziehung, V ist also constant und kann durch Betrachtung des spe- 
ciellen Falles, wo 'N mit coincidirt, ermittelt werden. Für den Mit- 
telpunkt ist aber offenbar, wenn jB den Radius der Kugel bedeutet, 

-=i' ^) 

welches also das Potential für jeden inneren Punkt der Kugel vor- 
stellt. 

Mit Hülfe der vorhergehenden Ausdrücke lässt sich die Vertheilung 
der Elektricität für den folgenden speciellen Fall wenigstens näherungs- 
weise unmittelbar angeben. Zwei kugelförmigen Leitern, die weit von 
einander entfernt und durch einen sehr dünnen Draht mit einander ver- 
bunden sind, werde die Elektricitätsmenge Q mitgetheilt, wie viel wird 
hiervon sich auf jeder der beiden Kugeln ansammeln? Nennen wir 
letztere Elektricitätsmengen e und e', so haben wir näherungsweise 

e + e' = e 3) 

eine Gleichung, welche vollkommen streng richtig ist, sobald der Verbin- 
dungsdraht unendlich dünn wird. Da wir ferner annehmen, dass die 
Kugeln weit entfernt sind, so wird die eine Kugel auf die Punkte der 
andern keine Wirkung ausüben, und wir brauchen daher zur Berechnung 
des Potentials der gesammten Elektricitätsmenge Q auf einen Punkt im 
Innern einer der Kugeln nur die auf der betreffenden Kugel angesam- 
melte Elektricität ins Auge zu fassen. Sind also JB und JB' die Radien 
der beiden Kugeln, so ist nach Gleichung 2) das Potential von § auf 

Lang, theoretische Physik. XI 
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e e' 

einen Punkt der ersten Kugel — , auf einen Punkt der zweiten aber -^ • 

Nun muBS das Potential im Innern eines guten Leiters überall denselben 
Werth haben, somit ist 

^ = 4 . 4) 

r r 

welche Gleichung lehrt, dass die Elektricitätsmenge Q sich auf die beiden 
Kugeln nach Verhältniss ihrer Halbmesser theilt. Aus den Gleichungen 3) 
und 4) findet man noch 



y 4- /' r 4- / 



5) 



Nennen wir die Dichten der Elektricität auf den beiden Kugeln d 
und d\ so haben wir 

d= -Ar-, d* -= 



und daher nach Gleichung 4) 

J-7 • • 6) 

d. h. die Dichten der Elektricität auf den zwei Kugeln verhalten sich 
verkehrt wie die Halbmesser. Der letzte Satz giebt eine Erklärung des 
bei den Elektrisirmaschinen angewendeten Kunstgriffes, um eine grosse 
Funkenlänge zu erzielen« \Man verbindet nämliph den Conductor der 
Maschine mit einem bedeutend grossem guten Leiter, dem man jedoch, 
statt der Kugelform , der Bequemlichkeit halber meist die, "Gestalt eineg 
Ringes giebt. 

Wenden wir die Gleichung 4) für den Fall an, wo ein mit Elektri- 
cität besetzter Leiter mit der ebenfalls gut leitenden Erde verbunden 
wird , so können wir die Dimensionen des ersteren gegen den Ra- 
dius r' der Erde als verschwindend betrachten, so dass die auf dem Lei- 

ter zurückbleibende Elektricität e = —re' Null wird. Man benutzt ja 

r 

dieses Verfahren, um einen Leiter von der auf ihm vertheilten Elektrici- 
tät zu befreien. 

Lassen wir in dem ursprünglichen Falle den Radius r' der einen 
Kugel unendlich klein werden, wodurch sich die Kugel auf einen Punkt 
redücirt, und der Draht also in eine Spitze endete so wird nach Gleichung 
6) die Dichte auf dieser Spitze unendlich gross. Tiefere Untersuchungen 
lehren, dass dies^ Resultat überhaupt für jede Spitze eines guten Leiters 
gilt, auch wenn derselbe nur durch Vertheilung elektrisirt wurde; hier- 
durch erklären sich die bekannten praktischen Wirkungen der Spitzen 
zur Aufsaugung der Elektricität, zur Zerstreuung derselben, zum Ziehen 
langer Funken u. s. f. 
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Elektrische Verstärkungsapparate. Das Folgende giebt ein Bei- §. 108. 
spiel von der Verth eilung der Elektricität auf einem guten Leiter, wenn 
andere Leiter sich in der Nähe befinden. Es sei ein kugelförmiger Lei- 
ter von einer ebenfalls leitenden Eugelschale umgeben; Mi sei der Radius 
der Kugel, B2 und R^ aber der innere und äussere Radius der concentri- 



Fig. 37. 




sehen Kugelschale. Der Kugel werde etwa mit 
Hülfe eines Drahtes, der durch ein Loch der 
Kugelschale hindurchgeführt ist, die Elektri- 
citätsmenge Q mitgetheilt. Dieselbe wirkt nun 
vertheilend auf die Kugelschale, in welcher die 
Elektricitäten geschieden werden, die wieder 
zurück auf die Kugel einwirken. Ist der Gleich- 
gewichtszustand eingetreten, so wird die Elek- 
tricität sich auf den drei Kugelflächen etwa mit 
den Mengen ßi, 62 und e^ angesammelt haben. 
Das Potential dieser Elektricitätsmengen muss 
aber sowohl für alle Punkte der Kugel als auch für alle Punkte der Kugel- 
schale constant sein, wird jedoch in beiden Fällen einen verschiedenen 
Werth haben, da dies ja getrennte Leiter sind. Das Potential Fj von 
^1 + ^2 + 63 auf Punkte im Innern der Kugel wird constant, sobald 
nur diese Elektricitäten gleichförmig auf den Kugelflächen vertheilt sind. 
Denn dann ist ja 

Fl — — + — + — • 
JBi Ä2 -R3 

Das Potential F2 auf einen Punkt der Kugelschale, der um x vom 
Mittelpunkte entfernt ist, wird aber in diesem Falle 

F. = A + ^ + |. 

X X Hz 

welcher Ausdruck constant sein soll für alle Werthe von x, die zwischen 
B2 lind 2?8 liegen. Dies ist nur möglich, wenn 

ei -}- 62 = 
und daher auch 

ist. Aus den letzten Gleichungen findet man 

e, = r,Bs, e, = - e, = (F, - V^ „^' \ • 

X<2 JtCi 

Wird nun die. Kugelschale mit der Erde leitend verbunden, so muss 
V2 dann denselben Werth wie für Punkte im Innern der unelektrischen 
Erde haben, d. h. es muss sein 

Fs = 0, 
wodurch die letzten Gleichungen übergehen in 

11* 
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B1B2 



63 = 0, Ci = — ß'i = ^i- 



Mi — Ri 

indem die Elektricität 63 in die Erde abgeleitet wird, während die Elek- 
tricität 62 durch die entgegengesetzte Elektricität ei gebunden bleibt. 

Setzen wir in der letzten Gleichung R^ == 00, d. h. nehmen wir die 
Kugelschale weg, so geht ei natürlich in die der innern Kugel ursprüng"- 
lich mitgetheilte Elektricitätsmenge Q über; es ist also 

und somit 

JXq — Jtvi 

Durch die Anwesenheit der leitenden Hohlkugel wird also die Elek- 
tricitätsmenge auf der innern Kugel im Verhältniss von B^ : B^ — B\ 

oder von 1 •' ( 1 — p- ) vergrössert. Die verstärkende Wirkung unserer 

Vorrichtung ist daher desto grösser, je mehr B2 gleich Bi wird. Letzte- 
res Ergebniss unserer Untersuchung wird auch noch richtig bleiben, selbst 
wenn die beiden Conductoren eine Gestalt haben, die von der hier voraus- 
gesetzten sphärischen Gestalt, wie dies bei der Leydner Flasche der 
Fall ist, mehr oder weniger abweicht. In Praxis muss die isolirende 
Luftschicht meist durch feste Isolatoren ersetzt werden , weil ja sonst die 
Elektricitäten Cj und e^ sich schon bei geringer Dichte verbinden würden. 
Da es übrigens keine vollkommenen Isolatoren giebt, so wird auch hier- 
durch das theoretische Resultat mo^ificirt. 

Nennen wir JS^ die gesammte Elektricitätsmenge der KugelschaJe för 
den Fall, dass letztere isolirt ist, so haben wir 

J^ = e, + 63 = - (Fl - V,) ^^'\ + V,E,. 

/V2 — -«^1 

Wird nun der isolirende Zwischenraum sehr schmal, d. h. nahezu 
i22 = Äi , so kann in dem vorhergehenden Ausdrucke das letzte Glied 
^2-2^3 ^^E^^ das vorhergehende, welches dann sehr gross wird, vernach- 
lässigt werden und wir haben wieder 

e,=z— E^ = _a(Fi-F2) 

R "R 
wo a = — eine bloss von den Dimensionen des Apparates ab- 

XV2 — Ml 

hängige Constante bedeutet. Die letzte Gleichung gilt aber, wie tiefere 
Untersuchungen lehren, nun auch für den Fall, dass die beiden Leiter 
aus Platten gebildet sind, wenn sie nur die gleiche Gestalt haben und 
einander äusserst nahe gegenüberstehen. Dieser Fall ist aber am Con- 
densator realisirt. 

§. 109. Messung der Dichte der Elektricität. Um für verschiedene 

Punkte eines elektrischen Leiters das Dichtenverhältniss der Elektricität 
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experimentell zu bestimmen, berührt man diese Punkte mit einer leiten- 
den Kugel oder Scheibe, welche an einem isolirenden Stiele befestigt ist 
und deren Halbmesser gegen die Dimensionen des untersuchten Leiters 
versch-windend klein ist. Da in Folge des letzteren Umstandes die Probe- 
kugel nur sehr wenig Elektricität aufnimmt, so wird die Anordnung der 
Elektricität auf dem Leiter nicht gestört. Die von der Probekugel aufge- 
nommene Elektricität wird proportional sein der Dichte in dem gerade 
untersuchten Punkte ; dies kann auch experimentell durch die nachfol- , 
gen de Methode geprüft werden, da wir ja leicht die Dichte auf Y2, Va 
u. s. Tsr. reduciren können, wenn wir den gegebenen Conductor mit einem, 
zwei u. s. f. ähnlichen unelektrischen Conductoren durch dünne Drähte 
verbinden. 

Die Dichten an den verschiedenen Punkten eines Leiters werden sich 
also verhalten wie die von der Probekugel aufgenommenen Elektricitäts- 
mengen. Das Verhältniss der letzteren kann dadurch ermittelt werden, 
dass man die Probekugel jedesmal in die elektrische Drehwage bringt, 
welche so gestellt sein soll, dass im un elektrischen Zustande die Kugel 
des isolirenden Wagbalkens und die Probekugel sich gerade ohne Torsion 
des Drahtes berühren. Die Elektricität, die letztere Kugel aufgenommen 
hat, vertheilt sich nun über beide Kugeln, und zwar immer in demselben 
Verhältnisse, so dass, wenn die Probekugel die Elektricitätsmenge e be- 
sitzt, jene der beweglichen Kugel ce ist. Die beiden Kugeln werden sich 
somit abstossen, ihrer Winkelentfernung kann man aber einen beliebigen 
Werth a ertheilen, indem man den Draht mittelst des Torsionskreises 
etwa um einen Winkel 8 dreht. Die Torsion, die der Draht erlitten hat, 
ist dann in Wirklichkeit a + J und somit für die Ruhelage das von e 
auf ce ausgeübte Drehungsmoment gleich C'(aH-3), wenn C die Tor- 
sionsconstante bedeutet. Nennen wir noch den Abstand der beiden Kugeln 

von dem Drahte etwa i?, so ist ihr gegenseitiger Abstand 2Mshi— und 

a 
die senkrechte Entfernung dieser Linie von der Drehungsaxe jB cos—, 

somit ißt für die Gleichgewichtslage 

e . ce — cc ^. ,ov 
22cos--=G(a-|-o) 



v2 2 

( 2Bsin-- 

und 



(2Bsin^ 



c . c2 = 4i2faw-^cos^ . C(a4-d) . . . . . 1) 



2 2 

Für irgend eine andere Ladung der Probekugel wird man entsprechend 
haben 



2 2 



und daher 
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tan —- • cos -r- • a + o') 

2) 

tan -^ ' cos -^ ' {a -\- 0) 

Wählt man, was wohl am zweckmässigsten ist, den Winkel Ö' so, dass 
die Ruhelage bei beiden Versuchen dieselbe, also a' =3 « ist, so hat maß 
zur Bestimmung des Verhältnisses der Elektricitätsmengen die Glei- 
chung 

' + *' - 3, 



e y a 



+ ö 

Macht mau die Probekugel und die bewegliche Kugel vollkommen 
gleich, so ist offenbar c=-l, und eine von der Probekugel aufgenommene 
Elektricitätsmenge E vertheilt sich gleichmässig auf beide Kugeln, so 
dass wir für diesen Fall haben werden 

e2=^ = 4223^aw~sm-^. C(a + d) .... 4) 

aus welcher Gleichung JE/ im absoluten Maasse gefunden werden kann, falls 
noch die Grösse der Constante G etwa nach der im §.68 angegebenen 
Methode durch Schwingungsversuche ermittelt wurde. Nennen wir unter 
dieser Voraussetzung.^für ein bestimmtes a, den Werth von 5, wenn E 
gleich der Einheit ist, so haben wir 



+ Ö 
wobei 



^=K^ « 



e — = « 6) 

2 2 

Geht bei constantem E der Winkel a über in «', wenn man den Win- 
kel 8 in den Winkel 8' verwandelt, so hat man auch 



und daher 



e^ = 4tBHan^ sin^ G(a' + *') 
2 2 



. iLt tan— -Sin— - 
+ d' _ 2 2 ^j 



a 4- 8 ^ a' ^ a^ 
tan — stn — 

Die Erfüllung dieser Gleichung durch die beobachteten Werthe von 
a, «', 5, 8' ist ein Beweis für die Richtigkeit des von uns für die Anaie- 
hung von elektrisirten Kugeln aufgestellten Satzes und somit auch für das 
Grundgesetz, das wir für die Wechselwirkung elektrischer Theilchen an- 
genommen haben. 
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Wir bemerken noch, dass durch Abänderungen, welche Dell- 
naann*) und Kohlrausch**) angegeben haben, die Dreh wage bedeu- 
tend empfindlicher gemacht wurde. Bei dem von Kohlrausch***) ange- 
gebenen Sinuselektrometer wird die Abstossung durch den Erdmagnetis- 
mus gemessen, indem der Wagbalken aus einer Declinationsnadel besteht. 

Zerstreuung der Blektricität. Sollen die im Vorhergehenden be- §. 1 10. 
schriebenen Messungen genaue Eesultate geben, so ist noch diebeständige 
Elektricitätsabgabe der Leiter an die umgebende Luft zu berücksichtigen. 
Man kann nun innerhalb nicht allzulanger Zeiträume annehmen, dass der 
Elektricitätsverlust in jedem Momente proportional sei der eben vorhan- 
denen Elektricitätsmenge. Ist daher Q die auf dem Leiter zu einer ge- 
wissen Zeit befindliche Elektricitätsmenge, so wird nach Verlauf des sehr 
kleinen Zeittheilchens r, während dem der Verlust als constant betrachtet 
werden kann, nur mehr die Menge 

auf dem Leiter vorhanden sein, wo die Constante p den sogenannten 
Zerstreuungscoefficienten bedeutet. Nach Verlauf eines zweiten Zeit- 
theilchens r wird die übrig gebliebene Menge sein 

Q-pQ(i-pr)t= Q(i-pTy 

ebenso die Menge nach dem dritten Zeittheilchen r 

Q-pQii-ptyt = Q(i-ptr 

Es ist daher die nach n Zeittheilchen r auf dem Leiter zurückgebliebene 
Elektricitätsmenge, wenn wir nt = t setzen, 



Q,= Qil-ptr=Q(l-^y 



Nun kann man aber bei Vernachlässigung zweiter und höherer Po- 
len de 
schreiben 



tenzen des Bruches — , welcher ja beliebig klein gemacht werden kann, 



\ nj n 



daher ist auch 



l-p< 



welcher Ausdruck für unendlich grosse n vollkommen genau ist. Je mehr 

aber n wächst, desto mehr nähert sich der Ausdruck ( 1 H ) öiner 

Zahl, die wir mit e bezeichnen, so dass wir haben 

Qt = Öe-P', Q = QtßPK 

*) Pogg. Annal. Bd. 55 u. 86. — **) Pogg. Annal. Bd. 72 u. 74. — 
*♦*) Pogg. Annal. Bd. 88. 
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168 Elektricität. 

Aus der letzten Gleichung kann man nun alle Beobachtungen auf die- 
selbe Zeit mit Hülfe des Zerstreuungscoefficienten reduciren. Um letzte- 
ren zu bestimmen, genügt es schon, irgend eine Beobachtung der Dreh- 
wage nach Verlauf einer bestimmten Zeit t zu wiederholen. Es sei für 
die erste Beobachtung 

c . Q^ = 4:Btan^cos^ . C(a -f 5); 

müsste man nun, um nach Verlauf der Zeit i die Winkelentfernung der 
beiden Kugeln wieder auf a zu bringen , den Draht um den Winkel ^ 
drehen, so ist 



= e^P' = « + * 



und daher 



19 = 



lognat(a + 5) — lognat(a + d') 



2t 



Literatur: R. Clausius, die Potentialfuoetion und das Potential. 2. Aufl. 
Leipzig 1867. — A. Beer, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magne- 
tismus und die Elektrodynamik. Brauuschweig 1865. 



n. aalvanismus. 

§. 111. Ausdruck für die elektrische Differenz zweier Körper. 

Zur Erzeugung von Elektricität ist aber nicht einmal Reibung zweier 

Körper nothwendig, es genügt schon die blosse Berührung derselben. 

Diese Quelle der Elektricität ist freilich eine sehr schwache , jedoch 

weil sie Anlass zur Entstehung continuirlicher elektrischer Strome giebt, 

von grösster Wichtigkeit. Zur Erklärung*) dieser Art von Elektricit&ts- 

erregung nimmt man an, dass auch die Eörpertheilchen auf die Theil* 

chen der elektrischen Flüssigkeiten einen Einfluss ausüben , der aber nur 

j auf sehr kleine Distanzen bemerklich jst, und schon bei einer geringen 

I Entfernung a gänzlich verschwindet. In Folge des letzteren Umstandes 

! genügt es , wenn wir die Wirkung der materiellen Theilchen eines Kör- 



*) Helmholtz, lieber die Erhaltung der Kraft. Berlin 1847. S. 47. 
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pere auf die Elektricitäten im Punkte M im Innern des Körpers ermit- 
teln wollen, bloss diejenigen Theilchen ins Auge zu fassen, die innerhalb 
einer um M mit dem Radius a beschriebenen Kugel liegen. Da a äusserst 
klein ist, so kann diese. Kugel immer als homogen betrachtet werden, 
und es wird sich in derselben um den Punkt M herum alles nach allen 
Seiten gleich verhalten. Die Wirkungen der einzelnen Theilchen dieser 
Kugel auf M Werden sich daher unter allen Umständen gegenseitig auf- 
heben müssen, und wir sehen, dass unter der gemachten Annahme die 
Wirkung der Theilchen eines Körpers auf die Elektricitäten im Innern 
desselben Null ist. Anders verhält es sich jedoch für ein Theilchen Nj 
das nahe der Berührungsfläche zweier verschiedener Körper X, L' liegt. 
Nennen wir die senkrechte Entfernung (NO) dieses Theilchens von der 
Berührungsfläche o?, so wird, wenn x <^a ist, die um N mit dem Radius 
a beschriebene Kugel nicht mehr homogen sein, indem ein Theil derselben 
schon dem zweiten Körper zugehören wird. Die Wirkungen der einzel- 
nen Theilchen dieser Kugel heben sich daher auch nicht mehr auf, son- 
dern setzen sich zu einer Resultante zusammen, die auf die positive Elek- 
tricität des Theilchens ^ in dem einen Sinne, auf die negative aber in 
gerade entgegengesetztem Sinne wirkt. Und zwar wird die Richtung 
dieser Resultante mit der Linie NO zusammenfallen, da ja die kleine 
Kugel um diese Linie herum symmetrisch ist. 

Die Grösse der Resultante variirt natürlich mit der Entfernung X 
des Theilchens N von der Berührungsfläche; bezeichnen wir ihre Grösse, 
bezogen auf die Masseneinheit von Elektricität im Punkte N^ mit F (a:), 
so muBS F eine solche Function von x sein, welche für a; = + a ver- 
schwindet. Um nun die Gesammtwirkung der zwei Körper auf die Elek- 
tricitäten längs der Linie JVO in beiden Körpern zu erfahren, betrach- 
ten wir auf dieser Linie einen Punkt 2V', für welchen N* = x -)- ^x 
ist, wobei die Entfernung NN' = ^x sehr klein ist. Die Wirkung auf 
die Elektricitätseinheit in NN* ist offenbar gleich F{x) , ^x, da ja in 
dem kleinen Zwischenraum NN* die Grösse F(x) als constant betrachtet 
werden kann. Theilen wir nun die ganze Linie ^0 in kleine Stücke 
^Xj bilden für jedes den Ausdruck F(x) . z/a? und summiren alle diese 
Ausdrücke, so erhalten wir die gesuchte Gesammtwirkung, und brauchen 
die Summation sogar nur von x = — a hia x = -\- a vorzunehmen, 
da darüber hinaus ohnedem F(x) = ist. Diese Gesammtwirkung ist 
aber das was man die elektrische Differenz der zwei Körper Li und 
Li nennt, und wird häufig durch L2 \Li bezeichnet; dem Gesagten zu- 
folge ist nun 

— a 

L2\Li =^F(x) . ^x 1) 

+ « 
welcher Ausdruck für die elektrische Differenz unabhängig ist von der 
Gestalt der zwei sich berührenden Körper und nur mit deren chemischen 
Beschaffenheit variirt. 
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Zu einer wirklichen Bewegung der Elektricitäi kommt es natürlich 
nur, wenn L und V gute Leiter sind. Dann werden sich die durch die 
elektrische Differenz geschiedenen Elektricitäten die eine üher den einen 
Leiter,. die andere über den zweiten Leiter verbreiten und zwar müssen 
sie sich nach §.101 auf der Oberfläche dieser Leiter so anordnen, dass 
ihre Wirkung auf Punkte im Innern der Leiter verschwindet. Dabei 
haben natürlich die geschiedenen ungleichnamigen Elektricitäten das 
Bestreben sich zu vereinigen, woran sie aber eben durch die elektrische 
Differenz gehindert werden. Die Elektricitätsentwickelung durch diese 
Kraft wird daher auch nur solange dauern, bis sich auf den beiden Hälf- 
ten der Linie iVO in der Nähe der Berührungsfläche so viel positive und 
negative Elektricität aufgehäuft hat, dass die gegenseitige Anziehung 
derselben gerade so gross wie die trennende elektrische Differenz ge- 
worden ist. 

Bezeichnen wir mit F das Potential der gesammten Elektricität, 
welche durch die Berührung der zwei Leiter Li und L2 auf clenselben 
entwickelt wurde , so muss natürlich F für Punkte im Innern der beiden 
Leiter constant sein, hat aber für die beiden Leiter verschiedene con- 
stante Werthe, die wir mit V\ und V^ bezeichnen wollen. An der Ober- 
fläche und in der Nähe der Berührungsfläche ist F dagegen abhängig 
von der Lage des betreffenden Punktes. Suchen wir etwa für den Punkt 

N die Aenderung von F längs der Linie a? , d. h. die Grösse —r— , so 

giebt dieser Ausdruck die Wirkung, welche von der ganzen entwickelten 
Elektricität auf die Masseneinheit positiver und negativer Elektricität 
des Punktes N längs der Linie ^0 im entgegengesetzten Sinne ausge- 
übt wird. Auf dieselben Elektricitäten wirkt aber auch die elektrische 
Differenz mit der Kraft F(x) in gerade umgekehrter Weise, ßoll dalier 
Gleichgewicht bestehen, so wird 

F(x) = hm^ 

sein müssen. Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung 1), so wird 

— a 

L,\L, = ^^V 2) 

+ a 

Die Grösse der Summe ist offenbar der Unterschied der Werthe, die 
F für a? = a und x = — a annimmt. In diesen Punkten üben aber 
die Körpertheilchen keinen Einfluss mehr aus, F ist also schon constant 
und hat unserer Bezeichung zufolge beziehungsweise die Werthe Fi und 
F2. Wir haben somit schliesslich 

X,|Xi = F3~ Fl 3) 

welcher Ausdruck für die elektrische Differenz, bei allen mit Hülfe des 
Potentiales geführten Untersuchungen, ersichtlich von Wichtigkeit ist 
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Wir bemerken noch, dass nach der eingeführten Bezeichnung offenbar 

L,\L,=-In\L, . . ._ 4) 

ist; vertausche ich die Natur der beiden Leiter, so vertausche ich ja auch 
die Gattung der beiden Elektricitäten. 

Messung der elektrischen Differenz. Die Leiter Li und L^ sol- §. 112. 
len die Gestalt congruenter Platten haben und sehr nahe einander gegen- 
über aufgestellt sein; verbindet man dieselben dann mit einem Drahte, 
der entweder mit Li oder mit L^ dieselbe chemische Beschaffenheit hat, 
so findet an der einen Berührungsstelle Entwickelung von Elektricität 
statt, und zwar solange bis die Gleichung 

L2\Li = F2 - Fl 1) 

erfüllt ist, in welcher Vi und Fg die Werthe des Potentials der ganzen 
entwickelten Elektricität bedeuten für Punkte im Innern der beiden Lei- 
ter. Nennen wir die auf letzteren angesammelten Elektricitäten ei und 
^25 so wird mit Bezug auf die condensirende Wirkung der beiden Platten 
aufeinander nach §. 108 auch noch sein müssen 

ei = - c, = a (Fl - F,) 2) 

wo a eine bloss von den Dimensionen und der Entfernung der beiden 
Platten abhängige Constante bedeutet. Aus der Gleichung 1) und 2) 
folgt aber 

Ci = — ei = a (L2\Li) 3) 

eine Gleichung, deren Richtigkeit übrigens auch schon a priori angenom- 
men werden könnte. 

Hebt man nun die Verbindung der beiden Platten auf und entfernt 
sie von einander, so hat man auf jeder derselben die durch die letzte 
Gleichung gegebene Quantität freier Elektricität. Man braucht daher, 
wenn das Verhältniss der elektrischen Differenz Li \ Li zu der eines zwei- 
ten Paares von Leitern, Ls und X4, ermittelt werden soll, nur für letztere 
den früheren Versuch unter denselben Umständen zu wiederholen und die 
jetzt auf einer der Platten erhaltene Elektricitätsmenge e-s mit der frü- 
heren zu vergleichen; denn dann muss sein 

L,\L, = ^L,\L, 4) 

Die Bestimmung des Verhältnisses von 63 zu ei geschieht aber etwa 
dadurch, dass man jedesmal die betreffende Platte mit der Probekugel 
der Dreh wage in leitende Verbindung setzt. Die Probekugel und die 
Kugel des Wagbalkens werden hierbei Elektricitätsmengen aufnehmen, 
welche proportional der Elektricität der untersuchten Platte sind, so dass 
auch ihre gegenseitige Abstossung dieser Grösse proportional ist. Wir 
erhalten somit durch die Beobachtung der Winkel a, 5, d' unmittelbar 

durch Gleichung 3) §. 109 das gesuchte Verhältniss — • 
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§. 113. Spannimgsreihe. Es seien Xi, X2 . . . X« Leiter, von denen jeder 

mit dem folgenden in Berührung steht, und für welche Fi, F2 . . . F„ 
die Werthe sind, welche das Potential der durch diese n — 1 Berüh- 
rungsstellen entwickelten Elektricität beziehungsweise in den einzelnen 
Leitern hat. Die elektrische Differenz K ist hierbei offenbar die Summe 
der elektrischen Differenzen, die an den einzelnen Berührungsstellen wir- 
ken. Es ist also 

und mit Rücksicht auf Gleichung 3) §. 111 

ir=(Fn-Fn-i) + (F„_i-F,-2) + -- + (F2 — F,) 

= Vn-V^ 2) 

wodurch die citirte Gleichung auch auf den Fall beliebig vieler Leiter 
ausgedehnt wird. 

Leiter der ersten Ordnung, wozu die Metalle und die Kohle 
gehören, haben die Eigenschaft, dass wenn drei von ihnen nach dem 
Schema Li L2 Li Li aneinander gelegt werden, sie ein System ohne elek- 
trische Differenz bilden. In diesem Falle ist also 

= Li\L,+ Lz\L2'^ L2\L, ..... 3) 

imd folglich auch 

L,\L2 ^- L2\L, = -' Li\L^ 

= LAL, 4) 

welche Gleichung lehrt, dass die elektrische Differenz der Leiter L^ und 
Li nicht geändert wird durch Einschaltung des Leiters L2* Eine noth- 
wendige Folge dieser Eigenschaft der Leiter erster Ordnung ist, dass 
sie sich in einer Reihe so anordnen lassen, dass jedes Glied derselben bei 
Berührung mit einem vorhergehenden positiv, bei Berührung mit einem 
nachfolgenden aber negativ elektrisch wird. Es ist dies die bekannte 
Spannungsreihe*), von der einige Glieder sind: 

— 0, Ft, Ag, Cu, Fe, Zn +. 

Von der Richtigkeit der Gleichung 4) kann man sich auch auf expe- 
rimentellem Wege nach der im §.112 angegebenen Methode dadurch über- 
zeugen, dass die Ladung der aus den Leitern Li und L2 verfertigten 
Platten immer dieselbe ist, durch welchen Leiter Lz man auch die Ver- 
bindung derselben bewerkstelligt, vorausgesetzt eben dass Lu L%^ L^ 
Leiter der ersten Ordnung sind. 

§. 114. Die in Gleichung 4) enthaltene Eigenschaft der Leiter erster Ord- 

nung gab Kohlrausch**) die Möglichkeit, bei der in §. 112 gegebenen 
Bestimmung ihrer elektrischen Differenzen dem Umstände auszuweichen, 
die Grösse a für alle Plattenpaare gleich gross machen zu müssen. Man 



*) Wurde zuerst von Volta nachgewiesen. 
**) Pogg. Annal. Bd. 82 (1852). 
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verbindet nämlich die beiden Platten L\ und L^ mit den Poldrähten li 
und I2 eines constanten galvanischen Elementes, dessen elektromotorische 
Kraft mit Einschluss der Zuleitungsdrähte Ä sein soll. Dann hat man, 
wenn Jyi mit li und L^ mit ?2 in Berührung ist, für die aufiy entwickelte 
Elektricitätsmenge 

e' = a(F2 — Fl) = a[X2 M2 + Ä + Zi I Li] 

= a\L,\h ^h\h+h^h |ii] 

= a\L,\L, +h + -kh-\ 1) 

Verbindet man nun Li mit h und L^ mit ?i, so hat man bei dersel- 
ben Entfernung der Platten auf L2 jetzt die Elektricität 

e" = a[L^ \l,—-k^l, |X,] 

= a\L,\h + h\h--Tz ^\\L,-\ 

= a[L,\L, -(Ä + ^ilZ«)] 2) 

Für den Fall, dass die beiden Platten durch einen Leiter der er- 
sten Ordnung verbunden sind, ist die auf L^ befindliche Elektricität 
natürlich 

e = aLilLi 3) 

Setzen wir nun noch 

Je + h\k=K . ._ 4) 

so geben die Gleichungen 1) und 2) 

?+• 

i,|r, = -, K 6) 

aus welcher Gleichung, da das Verhältniss -^ nach der im §. 109 ange- 
gebenen Methode bestimmt werden kann, die elektrische Differenz Li \ Lj 
in Theilen der Grösse K erhalten wird. Bei dieser Untersuchungsmethode 
brauchen also die verschiedenen Plattenpaare nicht dieselbe Form zu 
haben, man hat nur ein solches galvanisches Element anzuwenden, für 
welches jfiT wirklich constant ist. Eohlrausch erreichte dies durch ein 
Daniell'sches Element, dessen beide Flüssigkeiten sich in getrennten 
Gefässen befanden und nur durch ein drittes Gefass, welches mit Wasser 
gefüllt war, mittelst Bindfaden communicirten. 

Durch Addition der Gleichungen 1) und 2) erhält man mit Rück- 
sicht auf Gleichung 3) 

2e = e' + e" 6) 

welche Gleichung als Probe für die Genauigkeit dienen kann, mit welcher 
das Verhältniss der Grössen e, e\ e" ermittelt wurde. 
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§. 115. Entstehung des galvanischen Stromes*). Es seien 2/i, L^, l, 

drei Leiter, welche sich in ringförmiger Anordnung wechselweise be- 
rühren, das Potential der gesammten durch die Berührungen entwickel 
ten Elektricität sei für Punkte der drei Leiter bezieliungs weise Fi, V-i^Y^. 
Soll die entwickelte Elektricität im Gleichgewichte sein, so genügt es 
nach dem Vorhergehenden, wenn Fi, Fj, F3 für innere Punkte constant 
sind und wenn ausserdem 

F3 — F2 ^L,\L, 

V<, — V, = L,\Li \ 1) 

Fl - F3= A|2^3 

ist. Die Addition dieser Gleichungen giebt 

welche Gleichung wirklich erfüllt ist, sobald die drei Leiter Glieder der 
Spannungsreihe sind. Ist jedoch eii\er von ihnen eine Flüssigkeit, also 
ein Leiter zweiter Ordnung, dann hat der Ausdruck 

K = L,\L^ + L,\In ^^ L,\L, 2) 

einen endlichen Werth und es werden daher in dilBsem Falle die Grössen 
^i> ^2» F3 nicht mehr constant, sondern auch für innere Punkte variabel 
sein. Ob hierbei die entwickelte Elektricität wieder nur auf der Ober- 
fläche der Leiter angesammelt ist oder auch in das Innere eindringt, las- 
sen wir dahingestellt; jedenfalls ist aber ihre Wirkung P auf einen Punkt 
im Innern der Leiter nicht mehr gleich Null, sondern abhängig von der 
Lage dieses Punktes. In letzterm werden somit die positive und nega- 
tive Elektricität in einer der Kraft P entsprechenden Menge geschietfen 
und nach entgegengesetzter Richtung getrieben, so dass bei der vollstän- 
digen Leitung zwei entgegengesetzte Ströme positiver und negativer 
Elektricität entstehen. 

Dass aber, ungeachtet die Kraft P continuirlich wirkt, eine stationäre 
Strömung der Elektricitäten eintritt, erklärt man aus dem Widerstände, 
welchen die Leiter erfahrungsgemäss der Bewegung der Elektricität ent- 
gegensetzen. Wie nämlich jede durch eine constante Kraft veranlasste 
Bewegung in einem widerstrebenden Mittel nach und nach in eine gleich- 
förmige übergeht, so wird auch die Bewegung der Elektricität durch den 
Widerstand der Körpertheilchen in eine constante Bewegung verwandelt: 
hier geschieht dies aber schon nach Verlauf eines ungeheuer kleinen Zeit- 
theilchens. 

Es sei dci ein sehr kleines Stück eines Querschnittes eines der drei 
Leiter, durch welches nach eingetretener constanter Strömung der Elek- 
tricität gleichviel positive und negative Elektricität mit gleichförmiger 

*) G. Kirchhoff, Pogg. Annal. Bd. 78 (1849), S. 506. — W. Weber, 
Elektrodynamische Maassbestimmungen insbesondere Widerstandsmessnngen (Abb. 
II. 1860). Abhandl. der math.-phys. Cl. der Konigl. sächs. Ges. der Wiss. Bd. I, 
Leipzig 1852. S. 293. 
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Gescliwindigkeit nach entgegengesetzter Richtung fliessen muss. Die in 
der Zeiteinheit senkrecht zu ^q durchströmende Elektricitätsmenge e ist 
aber nach dem Vorhergehenden nicht nur proportional der zu ^^ senk- 
rechten Componente p der Kraft P, sondern auch der in ^ g stattfinden- 
den Leitungsfahigkeit, so dass, wenn wir die Einheit von A so wählen, 
dass die Proportionalitätsconstante gleich 1 wird, wir direct 

e = Xp , Jq 3) 

setzen können. Diese Gleichung wird auch dann noch gelten , wenn in 
^q freie positive oder negative Elektricität vorhanden sein sollte, sobald 
wir nur annehmen, dass eine Bewegung der einen Elektricität überhaupt 
nicht stattfinden kann, ohne dass gleichviel Elektricität der anderen Art 
sich in entgegengesetzter Richtung bewegt. 

Die Componente p wird natürlich aus dem Potentiale der gesammten 
freien Elektricität erhalten, indem man die Aenderung desselben in einer 
zu ^^ senkrechten Richtung bestimmt, und zwar ist diese Aenderung 
doppelt zu nehmen, wenn p die Kraft bedeuten soll, mit der zwei Elek- 
tricitäten von einander getrieben werden. % 

Nimmt man schliesslich noch an, dass die Gleichungen 1) im gegen- 
wärtigen Falle wenigstens noch in der Nähe der Berührungsstellen der 
betreffenden Leiter ihre Gültigkeit behalten, so reichen die im Vorher- 
geheaden angestellten Betrachtungen aus, um die Gesetze der stationären 
elektrischen Strömung in beliebig geformten Leitern zu bestimmen *). 
Wir werden jedoch im Nachfolgenden nur den ganz speciellen Fall noch 
etwas näher betrachten, in welchem ii, L21 Ls von linearer Form sind. 

Da nach dem bisher Entwickelten das, was wir einen galvanischen 
Strom nennen, nichts anderes ist , als eine constante Strömung von gleich 
viel positiver und negativer Elektricität nach entgegengesetzter Richtung, 
so ist die Intensität eines solchen Stromes natürlich proportional der 
Menge von Elektricität, welche in der Zeiteinheit durch den Querschnitt 
des Leiters fliesst. Setzen wir die Proportionalitätsconstante gleich 1, 
so wählen wir als Einheit der Intensität die Intensität eines Stromes, bei 
welchem in der Zeiteinheit die Menge 1 an positiver und negativer Elek- 
tricität durch den Querschnitt des Leiters fliesst. Wird hierbei die Elek- 



*) Kirchhoff, Pogg. Annal. Bd. 75. — Specielle Fälle behandeln: Kirch- 
hoff, Pogg. Annal. Bd. 64 u. 67. (ebene Platten) — Smaasseh, Pogg. Annal. 
Bd. 68 f 12 (unbegrenzter Raum und Ebene). — Helmholt z, Pogg. Annal. Bd. 
89 (unbegränzter Raum und Kugel). — Felici, siehe Fortschritte der Physik für 
1854 (Kugel). — Riemann, Pogg. Annal. Bd. 95 (Cylinder). -- Bolzmann, 
Sitzungsber. d. Wien. Akad. Bd. 52 (Kugelfläche, Cylinderfläche). 

In Betreff des allgemeineren Problems der Bewegung der Elektricität ohne 
Voraussetzung einer stationären Strömung, siehe: Kirchhoff, Pogg. Annal. 
Bd. 100, 102. -- W. Weber, Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere 
über elektrische Schwingungen (Abh. V) Abhandl. d. Konigl. Sachs. Gesellsch. d. 
Wissens. Bd. 6 (1864). 



Digitized by 



Google 



176 Elektricität. 

tricität mit der im §. 100 angegebenen Einheit gemessen, so nennt man 
das so bestimmte Maass der Stromin tensität die mechanische Einheit 
derselben. 

§. 116. Lineare Stromleiter. Für einen linearen Leiter, also z. B. für 

einen Metalldraht, fallt natürlich die Richtung des galvanischen Stromes 
mit der Richtung des Leiters zusammen. Es sei q ein zu dieser Richttzn^ 
senkrechter Querschnitt des Leiters und s sei die Länge desselben von 
diesem Querschnitte bis zu einem beliebig gewählten Anfangspunkte; V 
sei das Potential der gesammten freien Elektricität auf jeden Punkt des 
Querschnitts g, da es innerhalb dieser kleinen Fläche als constant be- 
trachtet werden kann; bedeutet dann noch k die Leitungsfähigkeit des 
Drahtes, so ist die senkrecht durch q strömende Elektricität offenbar 

2 kq lim —r- • Diese Elektricitätsmenge repräsentirt aber die Strom- 
intensität i, indem ja in diesem Falle q auch senkreckt zur Stromes- 
richtuiig ist. Somit haben wir 

i = 2lqhm--r-, /rm-r- = -— ;— .... 4) 

und femer, da der Bruch ., . einen constanfen Werth hat, als Auflö- 
sung der zweiten Gleichung 

^=21?* + ' '^ 

WO die Constante b durch einen speciellen Fall bestimmt werden muss. 

Bedeutet l die ganze Länge des linearen Leiters und w den ganzen 
Widerstand desselben, so ist w natürlich proportional ?, dagegen verkehrt 
proportional mit q und A, und man kann daher schreiben 

«'^Ä 6) 

vorausgesetzt, dass eine solche Wahl der Widerstandseinheit getroffen 
wurde, welche die Proportionalitätsconstante gleich 1 macht. Demzufolge 
geht Gleichung 5) über in 

^=p+'' ') 

Die Wirkung, welche von der ganzen freien Elektricität auf die 
Punkte des Querschnitts q ausgeübt wird, rührt aber zum grössten Theile 
nur von der zunächst befindlichen Elektricität her, indem die übrige we- 
gen ihrer Entfernung keine Wirkung mehr hervorbringt. Somit ist V 
wenigstens nahezu proportional der Menge freier Elektricität, welche 
sich in der Nähe von q befindet. Die letzte Gleichung giebt also das 
ebenfalls von Ohm*) gefundene Gesetz, nach welchem sich die Dichte der 

*) G. S. Ohm, Die galvanische Kette mathematisch bearbeitet. Berlin 1827. 
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freien Elektricität auf einen linearen Leiter, der von einem galvanischen 
Strom durchflössen ist, ändern muss. In der That hat Kohlrausch*) 
die Kichtigkeit dieses Ergebnisses auch auf experimentellem Wege be- 
stätigt. 

Das Ohm'Bche Gesetz. Wir setzen nun den speciellen Fall vor- §. 117. 
aus, dass die drei homogenen Leiter Xi, L^, X3, welche sich wechselweise 
berühren und von denen einer zu den Leitern zweiter Ordnung gehört, 
sämmtlich eine lineare Gestalt haben. Die Längen dieser Leiter zwischen 
ihrep Berührungspunkten seien Zi, Zj, Z;^, ihre Widerstände Wi, m?2» w^s» die 
Wertbe des Potentials der freien Elektricität für die Punkte dieser Lei- 
ter aber beziehungsweise Fi, F2, V^. Da durch jeden Leiter dieselbe 
Menge Elektricität fliesst, so ist die Stromintensität i in jedem Leiter 
dieselbe, und somit haben wir nach Gleichung 7) 



F, 









8) 



wobei die Längen Si, S2, S3 in der Richtung ii, ly2, L^ als positiv be- 
trachtet und in jedem Leiter von dem nächst vorhergehenden Berüh- 
rungspunkte gezählt werden sollen. Die Gleichungen 8) geben aber durch 
gehörige Specialisirung der Grössen Si, S2» ^3 leicht die Werthe.des Po- 
tentials für die Berührungsstellen. Von diesen Werthen nehmen wir an, 
dass sie die Gleichungen 1) erfüllen, wie wir schon im §. 115 bemerkt 
haben. Somit ist 

(F2),,,^, - (FO,,=o = i2 |ii [ ..... 9) 

(Fi),, = ^, - (F3),3=.0 = il|i3. 

und wenn wir die angedeuteten Substitutionen wirklich vornehmen, 



^ + ^ 



l2 = Lz\L^ 



— + ^2 — ^l = ^2 I i^J 



Addirt man diese Gleichungen, so erhält man leicht 



10) 



*) Pogg. Annal. Bd. 78, S. 1. 
Lang, theoretische Physik. 
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,_ 2[La|.L, + Lt\L, +X.|£,] ,,. 

t J , .... llj 

«^3 + «^ + W^l 

welche Gleichung das bekannte von G. S. Ohm 1825 entdeckte Gesetz 
enthält, indem der Zähler dieses Bruches die elektromotorische Kraft 
des aus den Leitern Li,L^,L^ gebildeten galvanischen Elementes ist, der 
Nenner aber den Widerstand der ganzen Leitung bedeutet. Es ist 
leicht einzusehen, dass die Gleichung 11) auf eine beliebigfe Anzsibl 
linearer Leiter ausgedehnt werden kann. 

Ein Element aus drei linearen Leitern zu construiren, ist in Wirk- 
lichkeit nicht recht auszufuhren. Vielfache Versuche haben jedoch gelehrt, 
dass das Ohm' sehe Gesetz auch für beliebig gestaltete Elemente ^ilt, falls 
sie durch lineare Leiter geschlossen sind. Der mathematische Beweis hierfür 
wurde von Kirchhoff*) gegeben, welcher zeigte, dass in diesem Falle 
der Nenner des Bruches in Gleichung 11) in zwei Theile zerfallt. Der 
eine Theil ist der Widerstand der linearen Schliessung, der zweite aber 1 
eine Constante, die von der Gestalt und den Dimensionen des Elementes 
abhängt und der Widerstand des Elementes genannt wird. 

Noch bemerken wir, dass die elektromotorische Kraft eines Elemen- 
tes unabhängig ist von der Natur der Schliessung. Sind nämlich Mi, Mi 
die Metalle, F die Flüssigkeit des Elementes und M^ das Metall , durch 
welches die Schliessung bewerkstelligt wird, so hat man für die elektro- 
motorische Kraft dieses Systems mit Rücksicht auf §.113 

2[M^\M^ + M,\F + F\Mi + Mi\Ms] = 
= 2[Mi\M2 + MilF + FMil 

118. Verzweigte lineare Stromleiter. Aufgaben über die IntenBit&t 

des Stromes in verzweigten linearen Leitern, für welche das Ohm 'sehe 
Gesetz nicht mehr gilt, können durch folgende zwei Sätze von Kirch- 
hoff **) gelöst werden. 

1.. „Treffen in einem Punkte die linearen Leiter Li, L2, . < • Ln 
zusammen und ist die Intensität des durchfliessenden Stromes in densel- 
ben beziehungsweise «1, «2, . . . im so hat man 

«1 + ^ + «3 + • • • + 4 = 

falls diese Intensitäten entweder alle in der Richtung zum Knotenpunkte 
oder alle in der Richtung vom Knotenpunkte als positiv gerechnet wer- 
den." 

Wäre nämlich diese Gleichung nicht erfüllt, so würde in dem Kno- 
tenpunkte immer mehr Elektricität zuströmen als abströmen, oder aber 
es würde das Entgegengesetzte stattfinden: beide Fälle jedoch wider- 
sprechen einer constanten Strömung der Elektricitäten. 



*) Pogg. Annal, Bd. 75 (1848), S. 189. 
*♦) Pogg. Amial. Bd. 64, S. 513; Bd. 72, S. 497. 
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2. „Bilden die linearen Leiter üi, L2,*-L„ eine vollständige Neben- 
schliessung und bedeuten «i, «2» • • • «*n die Intensität des Stromes in den- 
j selben, «(^i, Wi, . . . Wn aber ihre Widerstände, so ist 

i iiiVi + i2iV2 + " ' + i„«r„ = E 

' wo E die elektromotorische Kraft der Nebenschliessung bezeichnet/ 

Für die Berührungsstellen der linearen Leiter gelten nämlich ähn- 
liche Gleichungen wie die Gleichungen 10), nur hat in diesem Falle i für 
jeden Leiter einen andern Werth, da wegen der Verzweigungen, die 
möglicherweise an den Berührungsstellen stattfinden, die einzelnen Leiter 
von verschiedenen Elektricitätsmengen durchströmt werden. Die Addi- 
tion der erwähnten Gleichungen giebt aber dann unmittelbar den zu be- 
weisenden Satz. 

Sind die linearen Leiter alle Leiter der ersten Ordnung, also etwa 
Metalldrähte, dann ist natürlich E = 0, 

Stromtheilung. Die Poldrähte eines Elementes seien durch zwei §. 119. 
Drähte L^ L^ gleichzeitig geschlossen, für welche die Stromintensitäten «i 
und «2> die Widerstände aber Wi und W2 sind. Die Intensität in den Pol- 
drähten sei I und der Widerstand derselben sammt dem Widerstände des 
Elementes gleich W, Dann giebt die Betrachtung eines der zwei Punkte, 
in welchen die Drähte Li und Z^g mit den Poldrähten zusammenstossen 

— /+ii+i2 = 1) 

indem nach der im vorhergehenden Paragraphen gegebenen Regel I offen- 
bar mit entgegengesetzten Zeichen wie «i und 12 zu nehmen ist. Die von 
den Drähten L\ und L2 gebildete Nebenschliessung giebt femer 

iyWi — «2tr2 = 2) 

da in derselben «i und «2 entgegengesetzte Richtung haben. Endlich er- 
hält man für die aus dem Drahte In und der Kette gebildete Schliessung, 
wenn E die elektromotorische Kraft des Elementes bedeutet, 

hwy + IW = E 3) 

•Die Gleichung 2) lehrt, dass die Theilung des Stromes in den zwei 
Drähten 2/i, 2/2 im verkehrten Verhältnisse ihrer Widerstände statt- 
findet, und es ist mit Rücksicht auf Gleichung 1) 

«1 = I i , «2 = I i 4) 

Wi + W2 Wi + W2 



Demzufolge giebt die Gleichung 3) 

WiWq 



E 
1 = 17^- 5) 



W + 



Wi + M?2 

Wird das Element statt durch die zwei Drähte ix, L^ durch einen 

12* 
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einzigen Draht mit dem Widerstände w geschlossen, so giebt das jetzt 
gültige Ohm 'sehe Gesetz 

'■-whi « 

und die Stromintensität in der Kette wird ebenso gross wie in dem frü- 
heren Falle sein, sobald nur 

„ = ^1^ ,) 

Wj -|- «72 

§. 120. Zweckmftssigste Verbindung galvanischer Elemente. Es sei^ 

n Elemente gegeben von gleichem Leitungswiderstande w und gleicher 
elektromotorischer Kraft i. Wir verbinden dieselben zuerst neben ein- 
ander, indem wir etwa den Schliessungsdraht in zwei Punkten nach den 
gleichnamigen Metallen der Elemente abzweigen. Werden diese Abzwei- 
gungen wegen ihrer geringen Länge vernachlässigt, so giebt die Betrach- 
tung eines der Knotenpunkte die Gleichung 

— I+« + e-f'*« = — l+wi = 

wenn wir die Intensität des Stromes im Schliessungsdrahte, dessen Wider- 
stand W sein soll, mit J bezeichnen. Für die Nebenschliessungen, die 
bloss aus einem Elemente und aus dem Schliessungsdrahte bestehen, er- 
hält man aber 

IW + itv = e 

welche Gleichung mit Rücksicht auf die vorhergehende giebt 

e .V 



1 = 



— \- w 

n 

Verbinden wir dagegen die n Elemente hinter einander durch den- 
selben Schliessungsdraht, so können wir direct die Ohm 'sehe Formel dar- 
auf anwenden, indem wir jetzt eine un verzweigte Anordnung der Leiter 
haben. Wir erhalten so für die Stromintensität den Ausdruck 

J= ^^. = t 2) 

n 
Die Gleichungen 1) und 2) lehren im Vergleiche mit der für ein ein- 

ziges Element geltenden Formel ; — ==, dass im ersteren Falle der 

w + W 

Widerstand des Elementes, im zweiten Falle dagegen der Widerstand des 
Schliessungsdrahtes auf den wten Theil reducirt wird. 

Man kann nun auch leicht die Intensität des Stromes im Schlies« 
sungsdrahte für den Fall angeben , dass die n Elemente zu je l Ele- 
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menten neben einander verbunden werden, während die so gebildeten 
-y Gruppen, die gleichsam grössere Elemente vorstellen, hinter einander 

verbunden sind. Der Widerstand dieser grossen Elemente ist nämlich nur 

w . n 

-y-, so dass wir für y solche Elemente haben 

'=^rtm '^ 

l "^ n 
Um denjenigen Werth von l zu finden, für welchen I ein Maximum 
wird , brauchen wir- bloss den Fall zu betrachten , wo der Nenner des 
vorstehenden Bruches ein Minimum wird. Schreibt man diesen Nenner 
in folgender Form 



(vi-v?)v^y^ 



so erkennt man augenblicklich, dass er seinen kleinsten Werth erreicht, 
wenn 



v?-y?=» 



oder 



j-i=^ *) 

ist. Demzufolge wird I für eine solche Verbindung der n Elemente ein 
Maximum, bei dem der Widerstand der Kette gleich ist dem Widerstände 
im SchliesBungsdrahte *). Dann ist, wie die letzte Gleichung lehrt. 



Vnw 
IT 



^=Kir ^> 

Ergiebt sich aus dieser Formel keine ganze Zahl für ?, so muss man 
bei der praktischen Anwendung natürlich die dem berechneten Werthe 
zunächst stehende ganze Zahl für l gelten lassen. 

Bestimmung des Verhältnisses zweier Leitungs widerstände §. 121. 
Fig. 38. mittelst der Wheatstone'schen Brücke**). 

Der Schliessungsdraht eines Elementes sei in 
zwei Drähte verzweigt, welche aber unter sich 
noch durch einen Draht L verbunden sind und 
durch welchen sie in die Stücke L\^ L^ und 
ia, Li getheilt werden; hierbei kann das Ver- 
hältniss der Stücke L^ und L^ geändert werden, 
indem dieses Ende des Drahtes !> verschiebbar ein- 
gerichtet ist. Dieses Ende werde nun so lange 




♦) Poggendorff, Pogg. Annal. Bd. 55 (1842), S. 47. — ♦*) xWheatstone, 
Phil. Tr. 1843; Pogg. Annal. Bd.62. — Kirchhoff, Pogg. Annal. Bd. 100, S. 177. 
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yerschoben, bis die Intensität des Stromes im Drabte L Null geworden 
ist» was man leicht etwa an einem eingeschalteten Multiplicator erkennt. 
Dann seien «i,«2,t3,«4 die Stromintensitäten für die Drähte ii,X2, X/s, X4, 
deren Leitungswiderstände noch «?i, ^2» «'ai w^4 sein sollen. Die Betrach- 
tung der Knotenpunkte LiL-jL und L^L^L giebt nun beziehungsweise 

*i = ^ j ^ = **• 
Dagegen muss für die durch LiL^L und L2L4L gebildeten Neben- 
schliessungen nach §.118 

sein. Dividirt man nun die letzten Gleichungen durch einander, so erhält 
man mit Rücksicht auf die vorhergehenden 

Wi Ws^ 

W2 Wi 

welche Gleichung erfüllt sein muss, soll die Intensität im Drahte L wirk- 
lich gleich Null sein. 

Sind nun L^ und L^ Stücke desselben Drahtes, so ist das Verhält- 
niss ihrer Widerstände {w^ und W4) offenbar dem Verhältnisse ihrer Län- 
gen gleich, und die letzte Gleichung kann auf diese Weise dazu ange- 
wendet werden, das Verhältniss der Widerstände zweier verschiedener 
Leiter Zri, L2 zu finden, auch wenn dieselben nicht von linearer Form 
sind. 

§. 122. Bestimmung des Verhältnisses der elektromotorischen Kräfte 

zweier Elemente. Eine ähnliche Methode wie die vorhergehende wurde 
y, QQ ' von Poggendorff *) angegeben und von Bos- 

scha**) modificirt, um das Verhältniss der elek- 
tromotorischen Kräfte ^, E2 zweier Elemente zu 
messen. Man verbindet zuerst die beiden Ele- 
mente durch zwei Drähte Lu Li so, dass sie ein- 
ander entgegenwirken; dann wird ein Punkt A 
auf Li nahe am Elemente J% mit einem Punkte 
auf Li nahe an Ei durch einen Draht L ver- 
bunden und dessen Länge so regulirt, dass die 
Intensität des Stromes im Drahte L^ etwa gleich 
Null wird. Es seien dann i und «1 die Strom- 
intensitäten in L und L^ ferner Wi der Wider- 
stand des Drahtes L von A bis jß, ebenso Wi der 
Widerstand des Drahtes Li von A bis J5, also mit Einschluss des Wider- 
standes im Elemente ^, endlich sei W2 der Widerstand des Drahtes Xj 
wieder von A bis j?, d.lL mit Einschluss des Elementes i^. Die Be- 
trachtung des Knotenpunktes A oder B giebt nun sogleich 




*) Pogg. Annal. Bd. 54. **) Pogg. Annal. Bd. 94. 
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« = «1 
die NebenschliessungeD LLi und LL2 aber geben 

iw + iiWi = Eiy iw = E2 
welchen Qleichungen zufolge wird 

El w '\- Wi 

E2 w 

Vergrössert man nun den Widerstand Wi durch Einschalten eines 
Drahtes etwa um li, so wird man, soll die Intensität im Drahte L2 Null 
bleiben, auch den Widerstand w um eine Grösse l zu vermehren haben. 
Dann aber ist wie früher 

El w -\- Wi -^ l -\- li 

1e^ ~ ^0 -\- l 

Den zwei letzten Gleichungen zufolge ist aber auch 

El ^ l + h =1 ^!l 
E2 l l 

und das Verhältniss der elektromotorischen Kräfte Ei, E.2 somit bekannt, 
sobald man das Verhältniss der Widerstände Zi, l ermittelt hat. Ver- 
wendet man zu diesen Widerständen dieselbe Drahtsorte, so ist das 
Verhältniss derselben gleich dem Verhältnisse der angewandten Draht- 
längen. 



ni. Elektromagnetismus. 

Gesetz der Wechselwirkung eines Stromelementes und eines §. 123. 
magnetischen Punktes *). Wie Oerstedt 1819 entdeckte, findet auch 
zwischen einem elektrischen Strom und einem Magnet eine Wechselwir- 
kung statt, deren genaues Gesetz von Biot und Savart angegeben 
wurde. Es sei z^s ein unendlich kleines Stück eines Stromes von der 
Intensität i und P ein Punkt mit dem Magnetismus fi. Ist dann d der 
Winkel, den die Richtung von z/s mit d^ Verbindungslinie von ^ds mit 
P macht, und r die Länge dieser Verbindungslinie, so findet die gegen- 
seitige Wirkung Wdes Stromelementes ^s und des magnetischen Punk- 
tes P nach der Formel 

W=G^sinö ....... 1) 



♦) Annal. de chimie et de physiqae. Vol. 15 (1820), p. 222. 
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statt. Die Richtung dieser Wirkung föllt jedoch in diesem Falle nicht 
mit der Richtung der Verbindungslinie r zusammen, sondern ist senk- 
recht zu der Ebene, die durch die Richtung von ^s und durch den 
Punkt P geht. Nach welcher Seite dieser Ebene aber ^s und -P getrie- 
ben werden, ergiebt sich aus der Ampere'schen Regel: »Eür einen mit 
dem positiven Strom fortschwimmenden Beobachter eines nordmagneti- 
schen Theilchens weicht letzteres nach links aus.*' 

Machen wir in Gleichung 1) die Constante 0=1, schreiben abo 

T7 = ^ n sin 3 

so setzt letztere Gleichung voraus, dass i mit einem bestimmten Maass 
gemessen wurde, welches man die elektromagnetische Einheit der 
Stromstärke nennt. 

Die Bedeutung der letztem kann wegen der unendlichen Kleinheit 
von ^s nicht so unmittelbar aus Gleichung 1) erkannt werden; man wird 
daher zuerst die Wirkung eines endlichen Stromes auf ein magnetisches 
Theilchen suchen. Dies gelingt am leichtesten, wenn man die Wirkung 
eines um P im Kreise heyum geführten Stromes sucht; die Wirkungen 
der einzelnen Elemente eines solchen Kreisstromes werden sich nämlich 
einfach summiren , da alle diese Wirkungen senkrecht auf der Kreisebene 
stehen müssen, auch ist für alle Elemente 5 = 90<*. Ist r der Jlalb- 

messer des Kreisstromes, so ist die Anzahl seiner Elemente — -^ — und 



^s 



seine Wirkung auf den Punkt P 



^8 r2 r 

Damit in dieser Gleichung C=l, i = l wird, brauchen wir nur zu 
setzen ft= 1, r=l, Ä= 2n und können somit sagen, dass die 
' elektromagnetische Einheit der Stromstärke die Intensität desjeni- 
gen Stromes ist, der, um die Mengeneinheit von Magnetismus in einem 
Kreise vom Radius 1 herumgeführt , eine Wirkung gleich 2 7C mal der 
Krafteinheit hervorbringt. 

§. 124. Componenten der Wirkung des Stromelementes Js auf den 

magnetischen Funkt P. Indem wir die rechtwinkligen Coordinatenaxen 
zuerst durch den Punkt P legen, seien die Coordinaten desjenigen End- 
punktes E des Stromelementes -^s, wo der positive Strom eintritt, o/, 
y, y; ferner seien a, j8, y die Richtungscosinusse von ^s, d. h. vielmehr 
die der .Tangente i?Tan die Stromcurve in Ey gerechnet in der Rich- 
tung des positiven Stromes. Setzen wir nun noch PE = Z, so ist die 

Wirkung von z/s auf P gleich ^—r^ — sin(PET) und steht senkrecht 

auf der Ebene PET. Nennen wir daher die Richtungscosinusse der 
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Normale dieser Ebene etwa w, v, w, so sind die rechtwinkligen Compo- 
nenten der von ^s auf P ausgeübten Wirkung 



Y= v^^^siniPET) 



1) 



und es handelt sich nur darum, die Grössen sin (PET), l, u, v, w durch 

die Coordinaten von E und die Richtungscosinusse von ^s auszudrücken. 

x' ^ z' . 
Da die Richtungscosinusse der Linie PE offenbar "r? ^» ~r sind, so er- 

l l V 

hält man unmittelbar folgende Gleichungen 

Z2 = aj'2 4. 2^'8 + ^2 2) 

C08(PET) = j(a^ + ßy^ + y^') .... 3) 

= uscf + ^y + w^' ^) 

=: ua -{- vß + wy 5) 

1 = w« 4- t;3 -j- w;3 6) 

aus welchen fünf Gleichungen die angegebenen fünf Grössen bestimmt 

werden können. Die Gleichungen 4) und 5) geben 

js'a — a;'y x'ß — y'a 

'i/y — fiß' yfv — ^ß 

Gleichung 6) aber wird zufolge diesen Ausdrücken 

(^r - ^'i8)2 = wUC^y — ^'ßy + (-^'^ - ^'vY + (p'ß - y«)']. 

Entwickelt man den rechten Theil dieser Gleichung und bedenl^, dass 
auch 

«^ + jS^ + y» = 1 
ist, so wird 

' - 2 {ßyy'z' + yaz'x' + a/Ja^V)] 

= m2 [aj'2 _|_ y'2 4. /2 _ (aj'a -I- y'ß 4. yy)3] 

und daher zufolge Gleichung 2) und 3) 

{y'y — z'ßy = u'^[P-'Pcos{PETy'\ = uH^8m{PETy. 
Die letzte Gleichung giebt durch Wurzelausziehung 

• • u8in{PET) — ±^^^^^'^^^ ...... 8) 

wobei das untere Zeichen zu wählen ist. In dem speciellen Falle näm- 
lich, wo E in der positiven Hälfte der Z-Axe liegt (o/ = jp' = 0), fer- 
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ner ^s parallel der Z-Axe (a = /8 = 0, y= 1), (i aber positiv ist, wird 
nach der Ampere' sehen Regel der magnetische Punkt P in der Rich- 
tung der negativen X\Axe bewegt, daher in den Gleichungen 1) Sl für 
diesen Fall negativ werden muss. Somit erhalten wir aus 'den Gleichnn- 
gen 1) und der Gleichung 8), welcher letzteren füi* die anderen Coordi- 
natenaxen ähnliche Gleichungen entsprechen 

ßl-Yl] 



X = ^i^s 
Y = (li^s 
Z = ^iJs 



Z8 



l' 



9) 



Verschiebt man nun die Coordinatenaxen parallel so, dass die Goor- 
dinaten von P jetzt a, &, c sind, dann müssen die neuen Coordinaten 
X, y, z von E sein 

ir = ir' + a, y = y'4-5, z = xf -^^ c 

und die Gleichungen 9) und 2) gehen über in 

ß{z — c) — y{y — h)\ 



X = ^iJh 



P 



r = ft^^.^(^"-^>-^^"~^> 



Z = iii^s 



cc(y — h) —• ß{x— a) 



10) 



P == (a; - a)2 + (y - 5)3 + (;, - c)« . . . 11) 

Nennt man die Projectionen von ds auf die Coordinatenaxen ^oc, 
z/y, dZy so hat man 

z/oj = «z/s, ^y = /S-^s, -^xf = yz/s 
und folglich auch 

c) Jy — (y .— b) Jz 



X=: (li^ 



Z = ni 



f** 






l» 






II 4 


(OJ- 


- a)Je 


— 


(g- 


- c)Jx 


fit 






l» 






fl 1* 


(If- 


- b)Jx 


— 


ix- 


-a)Jy 



\ 



l» 



12) 



Die letzten Gleichungen lehren , dass man bei der Berechnung der 
Wirkung von -^s auf P, ^8 sowie eine Kraft in drei Componenten zer- 
legen kann. Es ist nämlich dieser Formel zufolge die Wirkung von ^8 
offenbar die Summe der Wirkungen , welche die Elemente ^x, Jy, dz 
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in E von demselben' Strom i durchflössen auf den Punkt P hervor- 
bringen. 

Durch die Gleichungen 12) werden natürlich auch die Componenten 
A, B, G der Wirkung bestimmt , welche umgekehrt der magnetische 
Punkt P auf das Stromelement ^8 ausübt, und welche sich von der zu- 
vor betrachteten Wirkung nur durch die entgegengesetzte Richtung un- 
terscheidet; somit ist 

A = — X, B = — Y, 0=-- Z . . . . 13) 

Wirkung eines Ereisdtromes auf einen entfernten magneti- §. 125. 
sehen Funkt. Das der nachfolgenden Untersuchung zu Grunde liegende 
Axensystem sei so gewählt, dass der Anfangspunkt mit dem Mittelpunkte 
O des Ereisstromes, die Ebene des letzteren aber mit der YZ- Ebene coin- 
cidirt;, femer sei die Z-Axe so gerichtet, dass der mit dem Magnetis- 
mus fi versehene Punkt P in die XZ- Ebene entfällt. Der Radius des 
Kreisstromes sei r, seine Intensität i, die Entfernung seines Mittelpunktes 



Fig. 40. 




von P sei R, der Winkel aber, welchen 

B mit der X-Axe bildet, gleich (p. 

Wir zertheilen nun den Ereisstrom 

in eine Anzahl sehr kleiner Elemente 

von der Länge ^s, deren sind also 

2r3r 
—7— • Bei E sei der Anfangspunkt 

eines solchen kleinen Elementes und der 
Winkel EOZ = S, ET sei dann die 
Tangente an den Kreis in E in der 
Richtung des positiven Stromes; geht 
letzterer etwa von der positiven F-Axe 
zur positiven Z-Axe, so macht ET mit 
den Coordinatenaxen die Winkel 90^ 180<> — d, 5 — 90^ und man hat 
daher für/ die Richtungscosinusse von ET oder ^s 

a = 0, ß =^ — cosS, y = sin d. 
Da nun die Coordinaten von E 

X = Of y =z rsinS, z = r cos d 
die von P aber 

a = Bcosq), 5 = 0, c = Bsin qp 
sind, so geben die Gleichungen 10) des vorhergehenden Paragraphen für 
die Componenten der Wirkung von z/s auf P 

Bsin(pcosd — r 



{EP)x= liids 
{EP)y z= -^ iii^s 

(EP), = — fAt^S 



B cos (p sind 
Bco8q)cosd 



1) 
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P = B^cos(p^ 4- r^sinS'^ + (rcosd — 
= Ä* — 2rjRcosSsin(p + r^ 

= R^(ji - 2^co8d8inq) + ^) 



Bsinq>y 



2) 



3) 



Vernachlässigen wir zweite und höhere Potenzen des Bruches — , 

x& 

indem wir die Entfernung des Punktes P als sehr gross gegenüber dem 

Radius des Kreisstromes annehmen, so finden wir successive 

/ r AV«\ 

l = B (1 — 2 — sing)coso\ 

— = — 3 ^1 + S-^sin<pcosSJ 
und erhalten somit bei weiterer gleicher Vernachlässigung 

iEP)x = pg (simpcosS — ^)(l + S — sintpcosSj 

= ^ a |sm9?costf 4" -^(SsitKp^cosd^ — 1)1 

Um aus diesem Ausdrucke die entsprechende Wirkung dei;jenigen 
Elemente des Kreisstromes zu erhalten, deren Anfangspunkte H, If\ Ef" 
von E beziehungsweise um 90^- 180^ 270^ abstehen, braucht man offen- 
bar in der letzten Gleichung nur statt d die entsprechenden Werthe 
90» + d, 1800 4- a, 270® 4- 3 zu setzen. So erhält man für E" 

(E!'F)x = ?^^ f— sin (pcosS + ^ {Ssin (p^ cosd^ — 1)1 . 5) 

welche Gleichung zur Gleichung 4) addirt giebt 

(EP):c 4- (^'P)a: = 2 V ^^^^ (S SM if^ COS d^ _ 1) . . . 6) 

Setzt man hierin nun für ö den Winkel 8 4- 90^, so erhält man die 
entsprechende Summe für die Punkte E' und Ef", nämlich 



4) 



7) 



(^P). + (UrPh = 2 r ^^ (3 sin 9* sin 5» - 1) . 
die Addition der zwei letzten Gleichungen aber giebt 
iEP):c + (-E'P)^ 4- (-E"P)^ + (Ef''F)x = 2r ^l^^^svmp^ - 2) 8) 
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Dieser Ausdruck, welcher die Wirkung der Stromelemente J5, TÜ^ 
Ef\ ^" auf den magnetischen Punkt P parallel der X-Axe bedeutet, ist 
unabhängig von 8: je vier solche Elemente des Kreisstromes werden da- 
her dieselbe Wirkung auf P hervorbringen. Es lässt sich aber ersicht- 
lich der ganze Kreisstrom in Gruppen von solchen vier Elementen zer- 
legen , und die Anzahl dieser Gruppen wird V4 • a sein : so dass wir 

/j s 

T 7t 

den letzten Ausdruck nur mit -r— r- zu multipliciren brauchen, um die 

der X-Axe parallele Wirkung des ganzen Kreisstromes auf P zu erhal- 
ten. Nennen wir diese Componente X, so muss also sein 

Indem wir nun das ganz gleiche Verfahren auch zur Bestimmung 
der Componenten anwenden, welche parallel der Y- und Z-Axe sind, er- 
halten wir schliesslich für die rechtwinkligen Componenten der. Wirkung 
des Kreisstromes auf P die Ausdrücke 



r = 

Z = — 3 3^ sin q> cos (p 



9) 



Aeqiüvalenz linearer Ströme mit transversal magnetischen §. 126. 
Flächen. Vergleicht man die letzten Formeln mit den im §.91 für 
die Wirkung eines kleinen Magnets auf einen entfernten magnetischen 
Punkt entwickelten Gleichungen, so sieht man, dass sie für Jf = 2r7ti 
identisch werden. Die Wirkung des Kreisstromes ist also dieselbe wie 
die eines kleinen Magnets vom Momente 2r7ti, dessen Nord- und Süd- 
magnetismus zu beiden Seiten des Kreisstromes liegt, und zwar muss für 
einen mit dem positiven Strome schwimmenden Beobachter des Mittel- 
punktes der Nordmagnetismus links liegen. Die Grösse 2r7ti ist das 
Product aus der vom Kreisstrom umflossenen Fläche in seine Intensität, 
letztere gemessen im elektromagnetischen Maasse. 

Es lässt sich aber nicht nur ein Kreisstrom in seiner Wirkung auf 
einen sehr entfernten magnetischen Punkt durch einen Magnet ersetzen, 
sondern es gilt dies auch für jede Fernwirkung eines beliebigen linearen, 
in sich geschlossenen Stromes. Ein solcher kann nämlich immer durch 
ein System unendlich kleiner Kreisströme ersetzt werden. Man denke 
sich zu diesem Zwecke durch die gegebene Stromcurve eine beliebige 
stetige Oberfläche gelegt , und das von der Stromcurve begrenzte Stück 
F derselben in unendlich kleine Flächenelemente zerlegt. Wird nun 
jedes dieser Flächenelemente von einem Kreisstrom in demselben Sinne 
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und mit derselben Intensität wie der gegebene Strom umkreist, so ist die 
Wirkung aller dieser Elementarströme dieselbe, wie die des ursprüng- 
lichen Stromes. Im Innern der Fläche F heben sich nämlich die Ele- 
mentarströme auf, indem dasselbe Linienelement immer von zwei Elemen- 
tarströmen im entgegengesetzten Sinne durchflössen wird. Es bleiben 
also nur die an der Stromcurve gelegenen Stücke der Elementarströme 
des Randes übrig, diese bilden zusammen aber eben den gegebenen 
Strom. 

Da nun diese elementaren Kreisströme unendlich klein gewählt wer- 
den müssen, so kann ihre Wirkung auf einen beliebigen magnetischen 
Punkt durch kleine Magnete ersetzt werden, deren Momente gleich sind 
dem Producte aus der Fläche eines Elementarstromes in die Intensität i 
desselben, und deren Magnetismen zu beiden Seiten des betreffenden 
Elementarstromes angehäuft sind. Wählt man den kleinen Abstand d^ 
der Magnetismen für alle Elementarströme gleich, so ist für dieselben 
auch die Menge Magnetismus, die zur Ersetzung jedes Elementarstromes 
nöthig ist, gleich gross. Somit wird der Nord- und Südmagnetismus, wel- 
cher alle Elementarströme und daher auch den gegebenen Strom ersetzt, 
in constantem Abstände gleichförmig über die beiden Seiten der Fläche 
F vertheilt sein , das Moment desselben aber ist gleich dem Producte 
aus dem Flächeninhalte von F in die Stromintensität i, 

Ist der lineare geschlossene Strom zugleich eben, so wählt man für 
F am einfachsten das vom Strom umflossene Stück seiner Ebene. In 
diesem Falle ist das magnetische Moment der den Strom ersetzenden 
transversal magnetischen Fläche gleich dem Producte aus seiner Inten- 
sität in die von ihm umströmte Fläche. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich leicht, dass die elektromag- 
netische Einheit der Stromstärke auch die Intensität desjenigen Stromes 
sein muss, welcher die Flächeneinheit ximfliessend auf einen sehr ent- 
fernten magnetischen Punkt - dieselbe Wirkung hervorbringt, wie ein 
kleiner Magnet vom Momente 1. 

§. 127. Messung der Stromstärke mittelst des Magnetometers. Die 

vorhergehenden Betrachtungen setzen uns in den Stand, alsogleich die 
Ablenkung anzugeben, die ein verticaler Ereisstrom auf einen entfernten 
Magnet hervorbringt, der in gleicher Höhe um eine verticale Axe dreh- 
bar ist. Da nämlich dieser Kreisstrom durch einen Magnet mit horizon- 
taler Aze ersetzt werden kann , so reducirt sich dieser Fall auf die im 
§. 90 betrachtete Wechselwirkung zweier Magnete. Indem wir uns auf 
den der ersten Hauptlage entsprechenden Fall beschränken, nehmen wir 
an, dass die Ebene des Kreisstromes parallel dem magnetischen Meridiane 
sei, während die Verbindungslinie der Mittelpunkte von Kreisstrom und 
Magnet senkrecht auf diesem Meridiane stehen soll. Ist r der Radius, 
i die Intensität des Kreisstromes, so ist r'^ni sein magnetisches Moment, 
wird derselbe aber wmal im Kreise dicht hintereinander herumgeführt, 
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80 ist sein Moment nr^TiL Für die Ablenkung u des drehbaren Magnets 
aus seiner Ruhelage im magnetischen Meridiane haben wir daher unter 
P eine Constante verstanden und bei VernacMässigung der Torsion 

tanu = 2n^^ + ^6 + 1) 

welche Gleichung jedoch nur so lange gilt, als r klein gegen B ist. Bei 
grosser Entfernung der Kreisströme oder bei sehr kleinen Ausschlags- 
winkeln u kann das zweite Glied rechts in Gleichung 1) ganz vernach- 
lässigt werden, wodurch 

« = - — —-tmiu 2) 

wird ; die Stromstärke ist in diesem Falle also proportional der Tangente 
des Ablenkungswinkels. 

Die Gleichungen 1) und 2) können erstens durch ihre Uebereinstim- 
mung mit der Beobachtung als Bestätigung des Grundgesetzes der elek* 
tromagnetischen Wirkung dienen. Zweitens geben uns diese Gleichungen 
auch eine Methode, nach welcher verschiedene Stromstärken nicht nur mit 
einander verglichen, sondern nach absolutem Maasse, nämlich in elektro- 
magnetischen Einheiten gemessen werden können. Will man zu dem 
letzteren Zwecke die genauere Formel 1) anwenden, so hat man noch den 
Winkel Ui für eine andere Entfernung Bi der Ereisströme zu beoachten, 
so dass 

tanu, = 2n-^^ + ^ 3) 

ist. Die Gleichungen 1) und 3) geben dann 

. H B^tanu — B^tanui 

* ~ 2nr^n B^ — B^ 

Das System von Kreisströmen wird natürlich bei der praktischen 
Ausführung durch nahe aneinander geführte Windungen eines isolirten 
Drahtes ersetzt; dabei werden der Zuleitungs- und Ableitungsdraht dicht 
neben einander gelegt, so dass ihre Wirkungen auf den Magnet sich 
wegen der entgegengesetzten Stromrichtungen gegenseitig aufheben. Um 
für den Ablenkungswinkel u zwei Werthe zu bekommen, ändert man die 
Stromrichtung in den Windungen, indem alsdann u zwar sein Zeichen, 
aber nicht seine absolute Grösse ändert. 

Man kann *) mit einer gewöhnlichen Declinationsnadel die Intensität 
eines Stromes messen, wenn man denselben durch eine Drahtrolle leitet 
und die ablenkende Wirkung derselben auf die Nadel durch einen klei- 
nen entgegengesetzt angebrachten Magnetstab wieder aufhebt. Denn 
dann ist, wenn M das Moment ,* S die Entfernung des Magnetstabes 



2 _ »2 ^) 



*) Siehe Fcilitzsch, Pogg. Aunal. Bd. 78 u. 79. 
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von der Nadel bedeutet, Magnetstab und Rolle sich aber in der ersten 
Hauptlage iiemlich entfernt von der Nadel befinden, 



somit hat man 









Das Product MH kann aber nach §. 88 leicht durch Bestimmung 
der Schwingungsdauer des benutzten Magnetstabes gefunden werden. 

128. Messung der Stromstärke mit der Tangentenboxissole und 

dem Spiegelgalvanometer. Wir wollen nun den Werth von u auch 
für den Fall bestimmen, wo die Entfernung R des Magnets von dem 
Kreisstrome nicht sehr klein gegen den Halbmesser r des letzteren ist; 
die Ebene des Kreisstromes sei hierbei wie früher parallel dem magneti- 
schen Meridiane. Wir wählen den Mittelpunkt desselben zum Axen- 
mittelpunkte und seine Normale zur X-Axe. Die J?-Axe aber machen 
wir vertical. Ein Punkt P der X-Axe ist dann der Mittelpunkt des um 
Fig. 41. eine verticale Axe drehbaren Magnets, des- 

sen Dimensionen jedoch klein gegen r sein 
sollen, so dass man bei der Berechnung der 
Wirkung, welche das Element ^Js des Kreis- 
stromes auf den Nordpol N des Magnets 
ausübt, die Entfernung dieses Poles von der 
-X ^- und Z-Axe vernachlässigen kann*). 
Die Componenten dieser Wirkung ergeben 
sich sogleich durch geeignete Specialisirung 
der Gleichungen 10), §.124. Ist der Anfangs- 
punkt E des Elementes ^s von der Z-Axe um den Winkel d entfernt und 
geht der positive Strom von der positiven F-Axe zur positiven ^Axe, so 
sind die Richtungscosinusse von ^8 

a = 0, jS = — cosö, y = sind, 
die Goordinaten von E aber 

X = 0, y = rsinS, = rcosS, 
Ist femer a der Abstand des Nordpoles N von der Drehungsaxe und 
u der Winkel, welchen die magnetische Axe mit dem Meridiane bildet, 
80 sind die Goordinaten von N 

a -= R -^ asinu, 5 = c = (approximativ). 
Demzufolge geben die erwähnten Gleichungen 

(EP), = - l^i^s^,, + ^s-asinun^ 




*) Pierre, Pogj<. Annal. Bd. 94, S. 165. 
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Die Z-Componente braucht nicht berücksichtigt zu werden, da ihr 
Drehungsmoment mit Bezug auf die verticale Axe o£Fenbar gleich Null 
ist. Aber auch die F-Componente verschwindet, indem je zwei Elemente 
^s des Kreisstromes, deren ö um 180^ diflferirt, die gleiche aber ent- 
gegengesetzte Wirkung längs der Y-Axe hervorbringen. Es bleibt also 
nur die X-Componente übrig, welche für alle Elemente des Kreisstromes 
t genommen zur Summe 



= — /i^ 



[r2 + (B — a sin w)«]"/« ^ s 



[r2 + (B — asinu)^^^^ 

giebt. Um das Drehungsmoment zu erhalten, welches diese Kraft auf 
den drehbaren Magnet ausübt, braucht man dieselbe nur noch mit ihrem 
senkrechten Abstand acosu von der Drehungsaxe zu multipliciren. 

Man erhält so für das auf den Nordpol ausgeübte Drehungsmomentf 
wenn man etwa noch annimmt, dass nicht nur ein Kreisstrom vorhanden 
ist, sondern n ganz gleiclie dicht neben einander liegen 

2nr^acosu 
"" ^*[r» + (B-^asinu)^]'/^' 

Hieraus findet man sogleich d^s aus der Wirkung der n Kreisströme 
auf den Südpol resultirende Drehungsmoment, indem man statt ft und 
u beziehungsweise — ^ und 180 -f" ^ setzt. Der letzte Ausdruck wird 
dann 

2nr^7taco8u 
~ ^\r^ + (B — asinuyY-' 
Nun ist 
r^ +■ {B±asinuy = r2 + R2 -j- 2aBsinu + a^sinu^ 



und daher bei Vernachlässigung dritter und höherer Potenzen des klei- 



nen Bruches 



Vb^ + r2 

1 1 r , 2aBsinu a^sinun -'^^ 

[r2 + (E + asmw)2]% ~ (i?2 + r2)%L ~ JR^ + r2 '^ B^ + r\\ 
__ 1 r _ i /_L 2aJ2sm^ a^sinu^ \ 15 4:a^B''sinun 

— (222 _|_ r^y^l^ ~ 2 V" JR^ 4. r» '^ B^ + r^ "^ ¥" (B'^ + r^y\ 

- __L_ri X ^^^^^^ - 1 ^^^sinu^ _ 1 
~~ (JB2 + r2)«/«L '^ B^ + r^ 2 (B' + r^)«^ ^J 



(JB2 

Lang, theoretische Physik. 13 
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Demzufolge wird die Summe der zwei angeführten DrehuDgsmomente 
oder das ganze von den Ereisströmen auf den Magnet ausgeübte Dre- 
hungsmoment, wenn man noch bemerkt, dass das magnetische Moment 
des letzteren üf = 2fia ist, 

Für die Ruhelage des drehbaren Magnets muss aber D vermehrt um 
das vom Erdmagnetismus hervorgebrachte Drehungsmoment MHsinu 
gleich Null sein, aus welcher Gleichung 

Htanu 2 



/, 3 r» — 4Ä2 , . \ 
)*/« l 2 JB2 +.r2 J 



HjE^ + r^y^Hanu (, _^ 3 r^ — 4.R2 
2wr23r 

folgt. Bei Vernachlässigung des zweiten Gliedes des eingeklammerten 
Factors aber wird 



.=— ^ — i'+r^^»'H- • ^> 



2nr2;r 



-tanu 3) 






und die Stromstärke ist direct proportional der Tangente des Ablen- 
kungswinkels. Die letztere. Vernachlässigung, welche für sehr kleine Aus- 
schlagswinkel u immer gestattet ist, wird auch für grössere Werthe von 
u strenge richtig, sobald nur, wie bei der Gaugain' sehen Tangentenbous- 

sole *), die Einrichtung getroflPen wird, dass JB = -— ist. Bei der gewöhn- 

liehen von Pouillet**) angegebenen Tangentenboussole fällt die Mitte 
der Magnetnadel mit dem Mittelpunkte des kreisförmigen Stromleiters 
zusammen, welcher gewöhnlicb aus einem einzigen dickeren Messingstrei- 
fen besteht. Für diesen Fall wird die allgemeine Gleichung 

2nn ( 2 r2 J ^ 

und ea muss a gegen r sehr klein gewählt werden, soll das zweite Glied 
wieder vernachlässigt und die Stromstärke proportional der Tangente des 
Ablenkungswinkels gesetzt werden können. Man hat dann wenigstens 
für nicht allzu grosse Ausschläge 

% = tanu 5) 

2nn ' 

Die Gleichung 3) findet auch Anwendung bei den Gtdvanometern 
mit Spiegela^esung , wie sie von W. Weber***), Wiedemannf) u. A 

*) Gaugain, Pogg. Annal. Bd. 88. 
♦*) Pouillet, Pogg. Annal. Bd. 42. — W. Weber, Pogg. Annal. Bd. 55. 
'"'"''') Elektrodynamische Maassbestimmungen , besonders Widerstandsmessongen. 
(Abb. II. 1850). Abb. d. Königl. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. I. Leipzig 1852. \ 

t) Pogg. Annal. Bd. 89. 
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construirt wurden, und bei welchen der an einem Coconfaden aufgehängte 
Magnet meist selbst als Spiegel dient. Mau beobachtet bei diesen Instru- 
menten unmittelbar die Tangenten der Ablenkungswinkel und muss, soll 
die Stromstärke diesen Tangenten proportional sein, Sorge tragen, dass die 
Ausschlagswinkel immer sehr klein bleiben. JDies geschieht durch Ent- 
fernung der Drahtrollen vom Magnet oder auf andere Weise. 

Die Messung der Stromstärke mit Hülfe der vorhergehenden For- 
meln wird dadurch verzögert, dass die Nadel unter dem Einflüsse des 
Stromes i nicht alsogleich ihre neue Ruhelage einnimmt, sondern zuerst 
um dieselbe hin und her schwingt. Will man nicht abwarten, bis die 
Nadel zur Ruhe gekommen ist, so genügt es, den ersten Ausschlagswinkel 
E der Nadel, nachdem der Strom i zu wirken begonnen hat, zu beobach- 
ten. Es ist nämlich E z= 2u, indem nach den in §. 88 entwickelten 
Schwingungsigesetzen die Nadel zu beiden Seiten ihrer Ruhelage gleich- 
weit ausschlagen muss. 

Diese Methode ist jedoch nicht mehr anwendbar, wenn ein soge- 
nannter Dämpfer wie bei dem Spiegel galvanometer vorhanden ist, da 
nehmen nämlich der inducirten Ströme wegen die Ausschläge rasch ab. 
Es kann aber auch dann noch mit Hülfe einer Constanten, die von den Di- 
mensionen der Nadel und des Dämpfers abhängt, aus dem ersten Ausschlage 
der Werth von u gefunden werden. Siel;ie: Resultate aus den Beobach- 
tungen des magnetischen Vereins für 1837, S. 18. 

Messung der Stromstärke mittelst der BifllarroUe. Eine Draht- §. 129. 
rolle enthalte m kreisförmige Windungen mit dem Radius Q und sei an 
zwei Drähten, welche zugleich zur Zuleitung des elektrischen Stromes be- 
nutzt werden, transversal aufgehängt, d. h. so, dass ihre Axe .senkrecht 
steht auf dem magnetischen Meridiane. Geht nun ein Strom durch die 
Rolle hindurch, so erleidet dieselbe in Folge der Wirkung des Erdmag- 
netismus eine Ablenkung v, deren Betrag mit Hülfe von Spiegel, Fern- 
rohr und Scala genau ermittelt werden kann. 

Die durchströmte Rolle verhält sich nun wie ein Magnet vom Mo- 
mente mQ^Tci, dessen horizontale Axe mit dem magnetischen Meridiane 
den Winkel 90^ + «^ bildet. Das vom Erdmagnetismus auf die Rolle 
ausgeübte Drehungsmoment ist daher HmQ^^Tticosv, und dies muss für 
die Ruhelage gleich dem durch die Bifilarsuspension erzeugten Drehungs- 
momente der Schwere sein. Bedeutet A das statische Directionsmoment, 
so. ist somit 

HmQ^nicosv = /\sinv 

• A , 
^ = 5 — -tanv. 

Die Stromstärke ist also auch in diesem Falle proportional der Tan- 
gente des Ablenkungswinkels. JFür v nimmt man natürlich das Mittel 
aus den beiden Werthen, die man für dasselbe durch Aenderung der^ 
Stromrichtung erhält. 

13* 
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Lä88t man denselben Strom i gleichzeitig darch eine Tangentenbous- 
sole gehen, deren Nadel um den Winkel u ausschlägt, so ist nach §. 128 

t = — ^H— ^ — —tanu 2) 

Aus den zwei letzten Gleichungen erhält man sogleich 

«^ = :^ ' {, J anutanv 3) 

772 — llL A tanv 

mg^ (jB2 + r2)^/« tanu ^ 

Die erste dieser Gleichungen giebt die Stromstärke in absolutem 
Maasse, ohne dass die Grösse der horizontalen Componente des Erdmagne- 
tismus zu wissen nöthig ist; die Intensität der letzteren ergiebt sich 
aber aus der zweiten Gleichung ebenfalls in absolutem Maasse. 

§. 130. Messung der Intensität momentaner und der Dauer selir kur- 

zer Ströme. Geht ein elektrischer Strom durch eine Tangentenboussole, 
deren Windungen im magnetischen Meridiane aufgestellt sind, so übt 
derselbe im ersten Momente auf die Magnetnadel das Drehungsmoment 

TT Mi = A.Mi 

aus, wie sich unmittelbar aus Gleichung 1) §. 128 ergiebt, mit Rücksicht 
darauf, dass jetzt u = ist. Dauert nun der Strom nur die sehr kurze 
Zeit -O", so kann man annehmen, dass die Nadel während derselben ihre 
Ruhelage nicht verlassen hat, und es wird daher während der ganzen 
Zeit d" das frühere Drehungsmoment auf sie ausgeübt. Sie erlangt am 
Ende dieser Zeit die Winkelgeschwindigkeit 

AMi ^ 

wie aus der letzten Gleichung des §. 45 hervorgeht; T bedeutet hierbei 
das Trägheitsmoment der Nadel mit Bezug auf ihre Drehungsaxe. 

Mit der durch die letzte Gleichung gegebenen Anfangsgeschwindig- 
keit wird nun die Magnetnadel um ihre Ruhelage zu schwingen begin- 
nen und muss hierbei, so oft sie ihre Ruhelage passirt, immer dieselbe 
Geschwindigkeit Oq haben. Nach §. 88 ist aber, wenn M das magnetische 
Moment, s die Elongation, r die Schwingungsdauer und (O die Winkel- 
geschwindigkeit zur Zeit t bedeutet, letztere gezählt von einem Momente, 
wo die Nadel ihre Ruhelage passirte. 



CO = « — cos 180 — , 
r T 



Y HM 



9 



Dem Gesagten zufolge muss g) für < = übergehen in o^ , dies 
giebt 
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£ _ 180 AMid^ _ 280 A9d' 



_ 71'^ Hz 

td' = — s. 

180 A 



Diese Gleichung kann nun dazu dienen, die 'Dauer zu bestimmen, 
während welcher ein Strom von bekannter Intensität gewirkt hat, oder 
bloss verschiedene Wirkungsdauer desselben Stromes mit einander zu ver- 
gleichen. Die letzte Gleichung kann aber auch zur Vergleichung momen- 
taner Ströme angewendet werden. Für' solche Ströme muss nämlich %• 
zwar als sehr klein, aber als constant betrachtet werden, dann lehrt die 
letzte Gleichung, dass die Intensität eines momentanen Stromes propor- 
tional dem Ausschlagswinkel e ist. 

Verhältniss der elektromagnetischen Einheit der Stromstärke §. 131. 
zur mechanischen. Das Product id' in der letzten Gleichung ist nichts 
anderes, als die in der Zeit d^ durch den Leiter geflossene Elektricitäts- 
menge. Der Ausschlag s der Nadel hängt also nur von der durchge- 
flossenen Elektricitätsmenge ab , und es wird daher für den Werth von 
a gleichgültig sein, ob diese Elektricitätsmenge mehr oder weniger schnell, 
mit constanter oder variabeler Geschwindigkeit durch den Leiter fliesst. 
Natürlich muss aber immer die dazu nöthige Zeit so kurz sein, dass die 
Nadel sich während derselben nur äusserst wenig aus ihrer Euhelage 
entfernt. Durch die letzte Gleichung können wir also die während eines 
kurzen Zeitraums durch den Leiter geflossene Elektricitätsmenge messen, 
und zwar natürlich in elektromagnetischem Maasse. R. Kohlrausch 
und W. Weber*) haben !nun dies angewendet, um das Verhältniss der 
elektromagnetischen Einheit zur mechanischen zu ermitteln, indem sie 
für den Entladungsstrom einer Leydner Flasche die Elektricitätsmenge 
nicht nur auf die eben besprochene Art, sondern auch im elektrostatischen 
Maasse bestimmten. Vor der Entladung der Flasche wurde nämlich, 
während die äussere Belegung mit der Erde in Verbindung stand, der 
Knopf der inneren Belegung mit einem Elektrometer in Verbindung ge- 
setzt, indem die so in irgend einer Einheit gemessene Dichte der Elek- 
tricität am Knopfe proportional sein muss der ganzen Elektricitätsmenge 
J5/, welche der inneren Belegung zugeführt wurde! Hierauf wurde der 
Knopf, nachdem er mit einer grösseren leitenden Kugel, welche eine ge- 
wisse Elektricitätsmenge K der inneren Belegung entzieht, berührt wor- 
den war, nochmals mit dem Elektrometer in Verbindung gebracht. Da 
die Dichte der Elektricität am Knopfe jetzt proportional JE — K sein 



*) Elektrodynamische Maassbestimmungen, insbesondere Zurückführung der 
Stromintensitätsmessungen auf mechanisches Maass. (Abh. IV.) Abh. d. Konigl. 
Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. III. Leipzig 1857. 
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musB, so geben die beiden Beobachtungen des Elektrometers das Verhält- 

. E -- K 

nisB = — = n, woraus 

JE/ ^ 

E-- K = — ^- K 
1 — n 

folgt. Die Gi'össe K kann aber nach dem, was wir in den §§. 109 und 
110 entwickelt haben, mittelst der Drehwage in elektrostatischen Einhei- 
ten gemessen werden, wodurch dann die in der inneren Belegung zurück- 
gebliebene Elektricitätsmenge E — K bestimmt ist. Entladet man nun 
letztere durch eine Tangen tenboussole, deren Ausschlag £ man beobach- 

E — K 

tet, so giebt der Bruch — r-^ — das gesuchte Verhältniss der elektro- 
magnetischen Einheit der Stromstärke zur mechanischen. Kohlrausch 
und Weber erhielten hierfür die Zahl 

155.10^ 
indem sie die Secunde, das Millimeter und das Milligramm zu Einheiten 
für Zeit , Länge und Masse wählten. Bei einem Strome , dessen Intensi- 
tät gleich der elektromagnetischen Einheit ist, fliesst somit in jeder Se- 
cunde eine Elektricitätsmenge, welche 155 . 10^ mal grösser ist als die- 
jenige, welche auf die gleiche Menge in der Entfernung von \^^ die 

Krafteinheit, d. i. das Gewicht von Milligramm, hervorbringt. Die 

Geschwindigkeit muss nämlich in einer Secunde gleich T"™ werden. 

Wir bemerken noch, dass bei der Entladung der Leydner Flaschen 
der Strom durch eingeschaltete Wassersäulen verzögert werden muss, da- 
mit der Strom nicht etwa zwischen den einzelnen Windungen der Tan- 
gentenboussole überspringt. 

§. 132. Botation eines linearen Stromes unter dem Einflüsse eines 

Magnets. Es sei EF = ds ein Element des gegebenen linearen Stro- 
mes «*, dessen Drehungsmoment in Betreff einer 
^' ' Axe ZZ' bestimmt werden soll, die durch den 

Nordpol eines Magnets geht. Da wir uns den 
gesammten Nordmagnetismus ft im Nordpole N 
concentrirt denken, so ist die Wirkung des letz- 

teren auf z/s gleich v^ sin I^EF und steht 

senkrecht auf der Ebene NEF. Um das von dieser 
Kraft auf z/ Sausgeübte Drehungsmoment c? zu fin- 
den, brauchen wir nur ihre zur Ebene NZE senk- 
rechte Componente ins Auge zu fassen, welche 

ui^s 
gleich , sin NEF cos s wird, wenn e denNei- 

^ NE^ 

gungs Winkel der Ebenen NZE und NEF bedeutet. Setzen wir femer den 
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Winkel ZNE = -O", so ist der senkrechte Abstand der betrachteten Com- 
ponente von der Drehungsaxe ZZ' gleich NEcosd'^ und es ist daher 

d = -^TT sinNEFcos s cos ^. 

NE 

Ist e der Fusspunkt des von F auf die Linie NE gefällten Lothes, 
e' aber der Fusspunkt des von F auf die Ebene ZNE gefällten Perpen- 
dikels, so muss schon der Symmetrie zufolge auch der Winkel Nee' ein 
rechter und der Winkel e'eF daher gleich dem Neigungswinkel B der 
Ebenen NZE und NFE sein. Somit haben wir 

ee! =z Fe . cosB =z Js . sinNEFcos s 

ee' 
d = ui •=:=:=, sind'. 

^ NE 

Nun ist mit Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung der 
Kleinheit 

NE Ne 
indem der Winkel eNe^ oflPenbar einen unendlich kleinen Zuwachs des 
Winkels d' bedeutet. Da für einen so kleinen Winkel sinJ%' = ^d, 
cos^d = 1 gesetzt werden kann, so haben wir ferner für eine sehr 
kleine Aenderung von cosd' 

J COS%' ^= C0S{%' + ^^d) — COSd" 

=r COS^ — Sind'^d' — COSd^ 

= — sind'Jd' 
und somit auch 

d = iiisind'Jd' = — ^i . ^cosd: 

Wir können nun sehr leicht auch das Drehungsmoment D für ein 
endliches Stück des Stromleiters angeben, indem die Summe von ^cosd' 
oflPenbar nur' der Unterschied der Werthe von cosd für Anfang und Ende 
des Stromleiters ist. Nennen wir die Grösse von -ö" in diesen Punkten 
d^i und '9*2, so haben wir also 

jOrz= fii (cos d'i — cos d'2). 

Würde der Südpol des betrachteten Magnets ebenfalls in der ZZ'- 
Axe liegen und gehen für denselben ^i und '^'2 über in i^i und 122. so ist 
oflPenbar das vom ganzen Magnet auf den Stromleiter ausgeübte Drehungs- 
moment gleich 

D = ^i(cosd'i — cosd'2) — fiiicosrii — cosri^). 

Die zwei letzten Gleichungen lehren, dass ein geschlossener Strom 
unter dem Einflüsse eines Magnets nicht in Rotation gerathen kann; für 
solche Ströme fällt natürlich Anfangs- und Endpunkt zusammen, d. L es 
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wird ^i = d''2, 1^1 = i?2, und daher auch D = 0. Soll also ein Strom 
in Rotation kommen, so darf bloss ein Stück desselben beweglich sein. 
Nimmt man an, dass Anfangt and Endpunkt dieses Stückes in der Axe 
des Magnets liegen, so überzeugt man sich leicht, dass nur dann Rotation 
eintreten kann, wenn einer dieser Punkte zwischen den Magnetpolen, der 
andere aber ausserhalb derselben liegt. 

§. 133. Wirkung eines Magnets auf ein entferntes Stromelement. 



Fig. 43. 




Wir wählen den Mittelpunkt des Magnets 
zum Axenmittelpunkte, seine Axe zur X-Axe 
und die XZ-Ebene so, dass sie durch den An- 
fangspunkt ^ des S&omelementes ^8 hindurch- 
geht. Da letzteres weit entfernt Ist, so kann 
man annehmen, dass der ganze Nord- und Süd- 
magnetismus (/t, — fi) in den beiden Polen N 
und S des Magnets concentrirt ist. Ist 

80 = — N0 = a, OE = B, EOXz=(p 

so sind die Coordinaten des Nordpoles N 

a = — a, 5 = 0, c = 0, 

die Coordinaten von E aber 

X = Bcos(p, y = 0, ^ = Bsinq), 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen 13), §. 124, so erhält man 
alsogleich für die Componenten der von N auf z/s ausgeübten Wirkung 



(NE)a = — (li^s 
(NE)j, = — fii^s 
(NE)e = — fit ds 



ßEsinq) 
y{Bcos(p H-a) — 


aBsintp 


P 
ß(Bcos(p + a) 





1) 



wo «, j3, y die Richtungscosinusse des Elementes ds sind. Nun ist 
P = B^ + 2aBcosq) + a^ 

und daher mit Vernachlässigung zweiter und höherer Potenzen des klei- 

a 

nen Bruches — 

B 

Demzufolge werden die Gleichungen 1) bei gleicher Yemachlfissi- 
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3) 



(NE), = -f^ß[l-3^co8<p\sinq> 
{NE)y = — a I a Sin 9) — ycosq) -\- —{Sastnq) cos q) 

+ y — 3 y cos 9'^) 

(NE). = ^ß [co8q> - ±(Scos<p'-l)\ 

Setzt man in diesen Ausdrücken für [i und a beziehungsweise — ft 
und — a, so erhält man die entsprechenden Componenten für die Wir- 
kung des Südpols S auf das Stromelement. Es wird 

[li^s 



{SE)y = 



iJ2 

liids 



•pjl + 3 — cösg? smejp 
I a sin q> — 



ycosq) + ■^{^asin(f)Cos(p 



4) 



+ Y — Sycosq)^)] 

(SE). = - ^ß[cosq> + -|(3cos<p*-l)] 

Addirt man nun die gleichgerichteten Componenten, so erhält man 
schliesslich die Componenten X, F, Z der Wirkung, welche der ganze 
Magnet auf das Stromelement ausübt. Man findet so, wenn noch das 
magnetische Moment 2fia = M gesetzt wird 

Mids^ . 

-ßstnq)Cosg) 



X = 3 
Y = 
Z = 



Mijds 
Mids 



(ßycosq)^ — ycosq) — Sasinq)cosq)) 
ß(l — 3cosg)^) 



5) 
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IV. Elpktrodynamik. 

134. Gesetz der Wechselwirkung zweier Slromelemente. Indem 

Ampere*) die Wirkung linearer Stromleiter von verschiedenen speciel- 
len Formen auf einander untersuchte, fand er, dass die Wechselwirkung 
zweier Elemente ^s, ^s' der Ströme i, i nach dem Gesetze 

W=- c^lA^ ^cos s-^eosO cosö') . . . 1) 

vor sich gehen müsse. Hierbei ist r die Entfernung der beiden Strom- 
elemente, f, ö, ö' aber sind die Winkel, die die Richtungen der beiden 
Elemente untereinander und mit ihrer Verbindungslinie r in demselben 
Sinne bilden. Die Kraft W ist in der Richtung der Verbindungslinie 
thätig und ihr Vorzeichen ist so gewählt, dass ein positiver Werth Ab- 
stossung, ein negativer Werth von W aber Anziehung bedeutet. 
Damit die Constante C = 1 und also 

-5 (cos€ — -^cosdcosff] ... 2) 



w= — 



wird, müssen natürlich die Intensitäten «*, i' in einer bestimmten Einheit 
gemessen sein, welche man die elektrodynamische Einheit der 
Stromstärke nennt. Um die Bedeutung derselben zu erfahren, be- 
trachten wir den speciellen Fall, in welchem zwei gleiche Elemente des- 
selben Stromes parallel sind, senkrecht auf ihrer Verbindungslinie stehen 
und um die Längeneinheit von einander entfernt sind. Dann ist, weil 
6 = Oj = ff = 90<*, und wenn wir 0=1 und i = l setzen, 

W= ^8^ 
d. h. die elektrodynamische Einheit der Stromstärke ist die Intensität 
desjenigen Stromes, welcher durch zwei gleiche Elemente in der angege- 
benen Lage fliessend dieselben mit einer Kraft auseinandertreibt, die 
sich zur Krafteinheit verhält wie ^s zur Längeneinheit. 

Wir werden jedoch sehen, wie diese Einheit auch bloss durch end- 
liche Grössen definirt wird, und werden femer einen Apparat kennen 
lernen, mit welchem die Stromstärke nach diesem Maasse bestimmt werden 
kann. Misst man nun dieselben Ströme in elektrodynamischen und in 
elektromagnetischen Einheiten, so erhält man im letzteren Falle Zahlen, 
welche durch Multiplication mit V2 in die ersten Zahlen übergehen. Das 
Verhältniss der elektrodynamischen Einheit der Stromstärke zur elektro- 
magnetischen ist daher gleich V2, d. h. die im §. 123 definirte elektro- 
magnetische Einheit ist nur derr-7=te Theil desjenigen Stromes, der die 

elektrodynamische Einheit der Stromstärke repräsentirt. 



*) A. M. Ampere, Theorie des phenomenes electro-dynamiques uniquement 
deduites de l'experience, Paris 1826. 
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Wollen wir daher die Wechselwirkung zweier Stromelemente im 
elektromagnetischen Maasse ausdrücken, so haben wir in der -letzten For- 
mel 0=1, für i und i' aber iV2 und iv2 zu setzen. Dies giebt 

-^ [cosB -cosOcosOj ... 3) 



W= — 2 



Wirkung eines Kreisstromes axif ein entferntes Stromelement. §. 135. 
Wir machen den Mittelpunkt des Kreisstromes zum Axenmittelpunkte, die 
Normale desselben zur X-Axe, die Z-Aie aber wählen wir so, dass der ' 

Anfangspunkt ß des entfernten Stromelementes z/s in die XZ- Ebene 
zu liegen kommt. Der Halbmesser des Kreisstromes heisse r, die Inten- 



Fig. 44T 




sität seines positiven Stromes, welcher 
von der positiven y"-Axe zur positiven 
Z-A;Ke gehen soll, sei gleich ^'; dagegen 
sei die Stromstärke in As gleich i und 
zur Abkürzung OE = By EOX = q>. 
Wir zertheilen nun den Kreisstrom in 
kleine Elemente und F sei der Anfangs- 
punkt eines solchen Elementes As\ 
Setzen wir noch den Winkel FOZ = 5, 
so sind die Coordinaten des Punktes F 



0, n 



rcosi 



die Coordinaten des Punktes E aber sind 

Ecos(p, 0, Bsincp 
folglich sind die rechtwinkligen Projectionen der Linie EF = l der 
Keihe nach Bcosq), — rsinS, Bsimp — rcosS und die Richtungs- 
cosinusse von l daher 
Bcosq) 



l 



rsinö 



Bsimp — rcos8 
l 



Hierbei ist 

P = (Bcosfpy + (rsinöy + (Bsinq) — rcosdy 



= B^ + r^ — 2rBcosdsin 



(p =B^ (l 



2 r^ cos ö sin 



intp + g) 



woraus bei Vernachlässigung zweiter und höherer Potenzen des kleinen 

Bruches — wie in §. 125 folgt 
xt 

T = 10 + S«*«'äf"^««)' "F = 13 (l + B^sin^pcosdy 

Die Richtung des Elementes As', d. i. die im Sinne des positiven 
Stromes genommene Tangente an den Kreis in F, bildet mit den Coor- 
dinatenaxen Winkel, deren Cosinusse sind 

0, — cosd, sind-, 
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die EiohtuDgscosiniisBe des Elementes ^s aber seien 

«, /5, y. 

Somit erhalten wir für die Winkel «, ö, Ö', welche die Elemente mit 
einander und mit der Linie l bilden , bei der eingeführten Vernachlässi- 
gung leicht 
cosB z=, — ßcosS + y sin 6 

cosO = -r- [aBcosq) — ßrsind + yEsinq) — yrcosd] 

V 

== (l + ^ sin (p cos djla cos (p -\-y sin (p — -^ (ß sind -\- y cos S) \ 
= cc cos q) -\- y sinq> -\- ^ [(a sin q) — ycos q>) cos q)cosö — ß sin 8] 
cosff = — [rsindcosS + Bsinq>8in8 — rcosSsinS] 

V 



= ( 1 ^- -:^sinq)COsS\sin(pcosS. 



Wir wollen nun im Nachfolgenden durch die Buchstaben A^B, C . . . 
Ausdrücke bezeichnen, die bloss von den Grössen oj, /3, y, (p abhängen, in 
denen also namentlich nicht der Winkel 8 vorkommt. So geben die letz- 
ten Gleichungen leicht 

T 

cosOcosff = Äsind + ^ [BsinScosö — ßsinq)sind^] 



3 ^ r 3 1 

— cosOcosff ~-coss = ßcosd-\- Csind + -=• Dsinö cosd — ■-ßsinq>sinÖ^ !• 

Die X-Componente der Wirkung, welche das Stromelement -^s' auf 
^s ausübt, ist aber ersichtlich im elektromagnetischen Maasse 

/THT^A ^iidsds* / 3 ^ ' \ JBcosqp 
{EF)^ = — 2 Icoss — -cosOcosff) r-^ 

und wenn wir hierin die vorhergehenden Ausdrücke substituiren 

(EF)a: = 2 — cos(p ll + S-^sin(pcosd] \ßcos8+ Csind 

+ ■:^(Dsindcos8-- — ßsin(psindA\ 

T 

was bei Vernachlässigung der zweiten Potenz von — 

4« ^ R ^ S V T / 

{EF)a: = 2—^ — ^cöS9 ßcosd -\- CsinS +'^lGsindcos8 -f 

+ SßsinfpcosS^ — -^ßsin (p sinSA I 
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giebt. Ist nun F der Anfangspunkt eines Elementes des Kreisstromes, das , 
von F um 180^ entfernt ist, so erhalten wir für dieses Element die ent- 
sprechende Componente (EF)xi wenn wir in dem vorhergehenden Aus- 
drucke d + 180® für d setzen. Hierdurch gehen cosS und sinÖ bezie- 
hungsweise über in — cosS und — sinÖ, und wir erhalten daher, wenn 
wir die X-Componenten der beiden Elemente F und F addiren 

(EF):, + (EF)x = 2^^-^^2rcosq>\Gsinöcos8 + Bßsin(pcosS^ 



— — sinysmÄ-l. 



= 2 



Setzt man in dieser Gleichung d -[- 90® füi' Ä, so erhält man die 
entsprechende Summe für zwei Elemente F und F'^ des Kreisstromes, 
welche von F beziehungsweise um 90® und 270® abstehen. Durch diese 
Substitution gehen aber cos d und sin ö über in — sin ö und cos ö. 
Man erhält somit, wenn man schliesslich die X-Componenten aller vier 
Elemente F, F\ F\ F" addirt 

(EF), + {EF):, + {EF% + {EF'%- 

ii'Js^s' r ^ . 3.1 

-^1 2rcosq} \Zpstnq) — ^««^9 

^ ii' Js /4s' a 
= 6 — ^^ rßcos(pstnq> 

ein Ausdruck, der von d unabhängig ist. Je vier solche Elemente brin- 
gen daher dieselbe Wirkung auf -^s hervor, und da der ganze Kreisstrom 
sich in Gruppen von solchen vier Elementen zerlegen lassen muss, so er- 
hält man seine ganze Wirkung auf jds durch Multiplication des letzten 

Ausdruckes mit . , , welche Zahl angiebt, wie oft die Länge (4 z/s') 

jener vier Elemente in der Länge 2r7t des Kreisstromes enthalten ist. 
Wir haben somit, unter X, F, Z die rechtwinkligen Componenten der 
Wirkung des Kreisstromes verstanden, 

_ *^ o ^ i^s a . 

X =ör^ %% Pg p s%n^> cos q) 

i ^ s 
Y = r^jr*'— — (3ycosg)2 — y cosq) -— 3 asinq) cos(p) 

Z— r^Ttr-^ ß (1 — 3 cos q»") 

indem die zwei letzten Componenten sich auf dieselbe Weise entwickeln 
lassen. 

Wählen wir in der ersten dieser Gleichungen cp und ß positiv, so 
wird auch X positiv, da i, i\ R essentiell positive Grössen sind: X be- 
deutet also dann nach §. 134 Abstossung zwischen E und F längs der 
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. X-Axe, wodurch in diesem Falle die positiv gewählte X-Coordinate von 
E vergrössert wird. Dies lehrt , dass auch in den letzten Gleichungen 
die Kichtungen der Kräfte X, Y, Z nach den Regeln gefunden werden, 
die wir bisher für das Vorzeichen von rechtwinkligen Eräftecomponenten 
befolgt haben. 

136. Ampere's Theorie des Magnetismus. Die letzten Gleichungen 

werden mit denen, die wir im §. 132 für die Wirkung eines kleinen 
Magnets auf ein Stromelement entwickelt haben , identisch , sobald mau 
das magnetische Moment M = r^Tti setzt. Hieraus geht hervor, dass 
Alles, was wir im §. 126 über die Aequivalenz von elektrischen Strömen 
und magnetischen Flächen gesagt haben, nicht nur für ihre Wirkung auf 
Magnete, sondern auch für v die Wirkung gilt, die sie auf elektrische 
Ströme ausüben. Ein linearer geschlossener Strom lässt sich daher in 
allen seinen Fernwirkungen durch eine transversal magnetische Fläche 
ersetzen. 

Umgekehrt kann auch für jeden Magnet ein System von Elemen- 
tarströmen substituirt werden. Jeder Magnet muss sich ja, wie wir ge- 
sehen, in sehr kleine Elementarmagnete zerlegen lassen, letztere können 
aber immer durch ebenfalls kleine Elementarströme ersetzt werden. 

In einem regelmässig magnetisirten Körper werden die Ebenen die- 
ser Elementarströnie natürlich alle einander parallel und senkrecht zur 
magnetischen Axe sein müssen. 

Die vorhergehenden Thatsachen führten Ampere auf die Hypothese, 
dass es überhaupt gar keine eigenen magnetischen Fluida gebe, indem ein 
Magnet nichts anderes sei , als ein System von Elementarströmen, die in 
parallelen Bahnen unaufhörlich um die Moleküle des magnetischen Kör- 
pers kreisen. Hierbei muss man freilich annehmen, dass die Elektricität 
bei ihrer Bewegung um die einzelnen Moleküle gar keinen Widerstand 
zu überwinden habe, indem sonst bei Abwesenheit einer continuirlich 
wirkenden elektromotorischen Kraft die Intensität jedes solchen Elementar- 
stromes nach einer gewissen Zeit Null werden müsste. Durch diese Hy- 
pothese, welche die magnetischen und elektrischen Phänomene vereint, wird 
auch die sonst ganz unbegreifliche Erscheinung erklärt, wie zwei kleinste 
Theilchen (magnetischer Punkt und Stromelement) eine Wirkung auf 
einander ausüben können nach einer anderen Richtung als nach ihrer 
Verbindungslinie. Die in §. 123 betrachtete Wirkung existirt nämlich 
für sich allein gar nicht, sondern ist nur die eine Hälfte der Wirkung 
eines Elementarstromes auf einen magnetischen Punkt. Letztere Wir- 
, kung ist aber die Resultante aus allen den Kräften, die zwischen dem 
magnetischen Punkte und den einzelnen Punkten des Elementarstromes 
in der Richtung der jedesmaligen Verbindungslinie thätig sind. 

Um den Act des Magnetisirens nach der vorhergehenden Hypo- 
these zu erklären, muss man annehmen, dass in den Körpern, welche 
fähig sind, Magnete zu werden, die Elementarströme schon vorhanden 
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sind, aber in allen möglichen Richtungen um die verschiedenen Moleküle 
kreisen. Wird nun ein fertiger Magnet oder eine von einem elektrischen 
Strome durchflossene Drahtspirale dem zu magnetisirenden Körper genä- 
hert, so wird auf die Elementarströme des letzteren eine Kraft ausgeübt, 
welche sie den Elementarströmen des fertigen Magnets oder den Win- 
dungen der Drahtspirale parallel zu stellen sucht. Dies sieht man also- 
gleich ein, wenn man sich die elektrischen Ströme durch Magnete ersetzt 
denkt. Die Moleküle des zu magnetisirenden Körpers setzen jedoch der 
Drehung ihrer Elementarströme einen Widerstand entgegen, welchen 
man die Coercitivkraft des betrefiFenden Körpers nennt, und welche 
bei verschiedenen Körpern von sehr verschiedener Intensität ist. So hat 
weiches Eisen eine sehr geringe Coercitivkraft, in Folge dessen werden 
die Elementarströme desselben schon unter dem Einflüsse geringerer, 
magnetisirender Kräfte parallel gerichtet, sie kehren dafür aber auch, 
wenn die magnetisirende Kraft zu wirken aufhört, alsbald wieder in 
ihre ursprüngliche Lage zurück und das weiche Eisen wird wieder un- 
magnetisch. Stahl dagegen besitzt eine grosse Coercitivkraft; sind daher 
die Elementarströme im Stahle einmal parallel gerichtet, so bleiben sie 
es auch nach Aufhören des magnetisirenden Einflusses, indem der Rück- 
kehr der Elementarströme in ihre ursprüngliche Lage die Moleküle ein 
zu grosses Hinderniss entgegensetzen. Natürlich erfordert es aber auch 
grössere Kräfte oder längere Zeit um Stahl zu magnetisiren. 

Das Vorhergehende setzt uns namentlich auch in den Stand, voraus 
anzugeben, welches die Lage der Pole in dem magnetisirten Körper sein 
muss. 

Es lassen sich aber mit Hülfe der Elementarströme auch die Er- 
scheinungen des Diamagnetismus erklären, wie wir gleich hier erwäh- 
nen wollen. Man muss nämlich annehmen, dass in den diamagnetischen 
Körpern (Wismuth etc.) zwar keine Elementarströme vorhanden sind, 
aber die Möglichkeit zur Entstehung solcher gegeben sei. Wird daher 
ein diamagnetischer Körper in die Nähe eines Magnets oder eines elek- 
trischen Stromes gebracht, so werden in ihm Elementarströme inducirt, 
die aber den Gesetzen der Induction zufolge die entgegengesetzte Rich- 
tung der Elementarströme des inducirenden Magnets haben. Der dia- 
magnetische Körper wird daher durch die Annäherung an einen Magnet 
ebenso wie ein paramagnetischer Körper (Eisen etc.) in einen 'Magnet, 
aber mit verkehrter Lage der Pole verwandelt. 

Dass die Erscheinungen des Diamagnetismus so lange andauern als 
der diamagnej;ische Körper unter dem Einflüsse des Magnets steht, er- 
klärt sich dadurch, dass die inducirten Elementarströme nicht so wie 
gewöhnliche inducirte Ströme nur von momentaner Dauer sind, sondern 
dass sie, indem die Körpermoleküle kein Hinderniss der Elektricitätsbe- 
wegung darbieten, so lange fortkreisen, bis der Körper wieder vom Mag- 
net entfernt wird. Durch die Entfernung werden nämlich wieder Ele- 



Digitized by 



Google 



208 Elektricität. 

mentarströme inducirt, die aber die entgegengesetzte Richtung der frü- 
heren haben, und sich daher mit denselben gegenseitig aufheben. 

§. 137. Das Elektrodynamometer. Wir können auch alsogleich das 

Drehungsmoment angeben, welches auf eine Bifilarrolle in natürlicher 
Lage von einer freien Multiplicatorrolle mit verticalen Windungen aus- 
geübt wird , falk die Axen , der beiden Rollen in derselben Horizontal- 
ebene liegen, und durch ihre Windungen derselbe oder verschiedene 
Ströme hindurchgeleitet werden. Da nämlich diese Rollen in ihrer Fern- 
wirkung durch Magnete ersetzt werden können, so reducirt sich dieser 
Fall auf das schon im §. 90 behandelte Problem. Betrachten wir etwa 
gleich die erste Hauptlage, in welcher die Axe der Multiplicatorrolle 
senkrecht zum magnetischen Meridiane ist und in der Ebene liegt, die 
durch die mittleren Windungen der Bifilarrolle hindurchgeht, so ist das 
auf letztere ausgeübte Drehungsmoment nach Gleichung 10), §. 90 

D = 2 cosu + - + .^^ 

wenn n, n\ Xi ^ Zahl und Halbmesser der Windungen für Multiplicator- 
und Bifilarrolle bedeuten , und beide durch denselben Strom i durch- 
flössen werden. 

Für die durch den Ablenkungswinkel u der Bifilarrolle gegebene 
Ruhelage derselben muss dann das Drehungsmoment D gleich sein der 
Summe der Drehungsmomente, die von dem Erdmagnetismus und von der 
Schwere auf die Bifilarrolle ausgeübt werden. Es sind dies r^TtiHsinu 
und j^sinu^ wobei A das statische Dir ectionsmoment der Bifilarrolle be- 
deutet und durch Schwingungs versuche gefunden werden kann. Dies 
giebt wie im §. 90 die Gleichung 

^"^^ = S3(r2^^g + A) +^3 + '- 

deren üebereinstimmung mit der Beobachtung wieder durch Variation 
der Entfernung R bei constantem i geprüft werden kann. 

Für sehr kleine Ausschlagswinkel kann man die Constante P = 
setzen und auch die geringe Wirkung des Erdmagnetismus r^TciH gegen 
A vernachlässigen. Dann giebt die letzte Gleichung 

"= 2n^-r2/2^ 2^^^^ 

welche Gleichung offenbar dazu dienen kann, die Intensität nach absolu- 
tem Maasse zu messen. 

Die Identität der Zahlen, die man für die Stärke eines Stromes nach 
letzterer Formel und nach den in den §§. 127 bis 129 angegebenen 
Methoden erhält, beweist, dass wirklich die elektromagnetische Einheit 
der Stromstärke sich zur elektrodynamischen verhält wie V2 : 1. Hätten 
wir das Vorhergehende mit Zugrundelegung, des elektrodynamischen 
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Maasses durchgeführt, so hätten wir nur statt i überall —t= zu setzen 

gehabt, wo J dann eben die Stromstärke in dem letzteren Maasse bedeu- 
tet. Die letzte Formel wird hierdurch 

Natürlich ist dann auch ein Kreisstrom, dessen Intensität gleich der 

'. . . "1 

elektrodynamischen Einheit ist, dessen Fläche aber nur 77= der Flä- 

V2 
cheneinheit beträgt, ein solcher, der in der Ferne dieselben Wirkungen 
hervorbringt, wie ein Magnet vom Momente Eins an seiner Stelle. Hier- 
durch ist nun auch die Definition der elektrodynamischen Einheit der 
Stromstärke in endlichen Grössen gegeben. 

Fallen die Mittelpunkte der beiden Eollen in der betrachteten ersten 
Hauptlage zusammen, so erhält man ein Instrument, welches Weber 
Elektro dynamomet er genannt hat und das gewissermaassen das Ana- 
logon der gewöhnlichen Tangentenboussole ist. 

Natürlich muss hierbei r kleiner sein als /, damit die Windungen 
der MultiplicatorroUe innerhalb der BifilarroUe Platz haben. Indem wir in 
Betreff der Aufgabe, wie man aus den Ablenkungen des Dynamometers 
die Stromstärke nach absolutem Maasse finden kann, auf Web er 's*) Ar- 
beit verweisen, sieht man doch leicht ein, dass das vpn der fixen auf die 
bewegliche Rolle ausgeübte Drehungsmoment proportional dem Quadrate 
der Stromstärke sein muss und dass wir daher für kleine Ausschlags- 
winkel u ähnlich wie früher haben werden 

P = Ctanu 
unter C eine constante Grösse verstanden. 

Da in den vorhergehenden Gleichungen u sein Zeichen nicht ändert, 
wenn auch das Zeichen von i das entgegengesetzte wird, d. h. wenn die 
Stromrichtung umgekehrt wird, so ist das Elektrodynamometer sowie der 
zuerst betrachtete Apparat sehr geeignet zur Messung alternirender Ströme. 

Web er 's Grundgesetz der Wechselwirkiing bewegter EIek- §. 138. 
trieitäten **). Die Vorstellungen, die wir uns über das Wesen eines sta- 
tionären elektrischen Stromes gebildet haben, führen ziemlich nothwendig 
zur Annahme, dass die Wechselwirkung zweier Stromelemente ^s und 
^s' aus den Wirkungen resultire, welche die durch diese Stromelemente 
in der Zeiteinheit fliessenden Elektricitäten + e, — e und + ^'> — ^' ^^^ 
einander ausüben. Nur muss das Gesetz, nach dem diese letzteren Wirkun- 
gen vor sich gehen, ein anderes sein, als das was wir in der Elektrostatik 
kennen gelernt haben, weil ja sonst die Resultante dieser Kräfte, nämlich 

*) W. Weber, Elektrodyn. Maassbest. (Abb. I, 1846). Abhandl. d. Königl. 
Sacbs. Gesellsch. d. Wissensch. Leipzig 1852. 

*♦) W. Weber, Elektrodyn. Maassbest., Abhandl. I, loc. cit. 
Lang, theoretische Physik. 14 
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immer gleich Null wäre. Nach dieser Anschauung müssen also zwei 
elektrische Punkte, sobald sie in Bewegung sind, nach einem anderen 
Gesetze auf einander wirken, als wenn sie in Euhe sind: oder vielmehr 
das Gesetz des §.100 ist nur das erste Glied in der Formel für ^e 
Wechselwirkung zweier elektrischer Punkte, indem noch andere Glieder 
hinzutreten, welche von der Greschwindigkeit abhäifgen, mit der sich jene 
Punkte gegen einander bewegen, Glieder, welche also för ruhende Elek- 
tricitäten verschwinden. Das so vervollständigte Gesetz ist nach den 
Untersuchungen Web er 's durch die Formel*) 

gegeben , wo rr die in der Richtung der Verbindungslinie stattfindende 
Wirkung der beiden kleinen Elektricitätsmengen e, e' bedeutet, r aber 
den Abstand der letzteren, t die Zeit und a eine Constante bezeichnet. 

Wir wollen den Nachweis, dass die Anwendung der Gleichung 1) 
auf die durch zwei Stromelemente fliessenden Elektricitäten wirklich die 
Ampäre'sche Formel für die Wechselwirkung dieser Elemente giebt, je- 
doch nur für den speciellen Fall durchführen , wo die beiden Stromele- 
mente in derselben Ebene liegen. 

Es seien A^ B die Anfangspunkte der beiden Stromelemente und in 
p. .- diesen Punkten seien AG und BD die Tan- 

genten an die linearen Stromleiter in der 
Richtung der positiven Ströme. Da diese 
Linien unserer Annahme zufolge in einer 
Ebene liegen, so schneiden sie sich in einem 
Punkte unter dem Winkel 6 und bilden 
mit der Linie -45 = r die in demselben 
Sinne gerechneten Winkel und ö', so dass 
Ö — Ö' = « .... 2) 
ist, wenn etwa ß >> ff. Zur Anwendung 
der Gleichung 1) ist vor allem nöthig, dass 

wir die Grössen — und -— bestimmen, deren Werthe natürlich von 

den Geschwindigkeiten u und v abhängen, mit welchen sich die El^rici- 
täten in beiden Stromelementen bewegen. Hierbei sollen u und v in der 
Richtung des positiven Stromes als positiv betrachtet werden. 
In dem Dreiecke ABO ist nun 

AB^ = r^ = AO^ + BO^'^2AO.BOco8(d'-ff) . 3) 
welche Gleichung die Entfernung zweier Elektricitätstheilchen e und e' 

*) Der Kürze halber unterdrücken wir im Nachfolgenden das Zeichen lim vor 
den Grossen -jr und r-^s • 
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in den Punkten Ä and B giebt. Nach Verlauf des kurzen Zeittheilchens 
^t wird sich nun diese Entfernung um eine kleine Grösse z/r geändert 
haben, indem e auf der Linie ÄC den Weg u^t und c' auf jB 2) den Weg 
v^t während dieser Zeit zurücklegt. Wir werden also dann entspre- 
chend der letzten Gleichung haben 

(r + ^ry = (AO 4- u^ty + {BO + vdty 

— 2{A0 + u^dt) (BO + vdt)cos(e — ö') 

oder wenn wir Glieder von zweiter Ordnung der Kleinheit vernachlässi- 
gen und die Gleichung 3) subtrahiren 

rdr = [uAO -\- vBO — (vAO — uBO)co8(ß — ff)\^t . 4) 
Aus dem Dreieck AOB erhält man aber leicht 

AO _ Sin ff BO _ sind . 

r ~sin{e'-ffy r ~ sin(d — ff) ' ' ' ^) 
demzufolge Gleichung 4) nc^ch leichter Transformation übergeht in 

-77 = — ucosO + vcosff ...... 6) 

. . . ^r 

Die letzte Gleichung giebt nun die Geschwindigkeit -^i niit wel- 
cher die beiden Elektricitäten e, e' sich gegeneinander bewegen, sie 
dient aber auch dazu, um die Beschleunigung dieser Bewegung zu fin- 

den, d. h. die Grösse, um die sich --r- während der kurzen Zeit ^t än- 

dert und die symbolisch durch . = -rrj ausgedrückt wird. Da 

während der Zeit /it der Winkel b sich nicht ändert, und v ebenfalls 
constant ist, so giebt die letzte Gleichung auf die Zeit t -\- ^^ angewen- 
det mit Rücksicht auf Gleichung 2) 

~ + ^^ = — ^^^^(ö + ^Ö) + ^^^(^ 4- ^ö + t). 

Setzt man in dieser Gleichung wegen der Eleinheit von ^d für cos ^6 
und sindO beziehungsweise 1 und z/ö und subtrahirt noch die Glei- 
chung 6), so wird 

. ^^ = [«*smö — üsm(ö 4- «)]^ö .... 7) 

und es handelt sich nur noch darum, das Yerhältniss der Aenderungen 
von und t zu ermitteln. Nun ist nach der Gleichung 5) 

BOsine ^= rsinO 
welche Gleichung für die Zeit t -{• ^t übergeht in 

(BO + vdt)sinB = (r + dr)sin(e + ^H) 

14* 
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Bei den durch die Kleinheit der Zeit di gebotenen Vernachlässi- 
gungen giebt aber die letzte Oleichung, wenn man von ihr noch die vor- 
hergehende subtrahirt, 

i;^^ . sinß = sinÖz/r + rc<?sö-«^ö ... .8) 

woraus mit Rücksicht auf Gleichung 6) folgt 

J0=^ ^t 9) 

r 

Setzt man nun diesen Werth in Gleichung 7), so wird schliesslich 

d^r {usinO — vsinff)^ . 

'zr^~ r ' 

Die Gleichung 1) für die Wechselwirkung der zwei kleinen Elektri- 
citätsmengen + e und -\- e' wird somit zufolge der Gleichungen 6) und 
10) in dem betrachteten speciellen Falle 

jj_ee! V (ucosd — vcosff)'^ — 2 {usind — vsinff)^ 

Um aber die Wirkung zu erhalten, welche die gleichzeitig durch B 
fliessende Elektricität — e' auf e ausübt, braucht man in der letzten 
Gleichung nur e' und v durch — e' und — i; zu ersetzen und erhält 
dann 

, _ eef f (ucosO + vcose')^ — 2 {u$ind + vsiney \ 

f7 _ - - 1^1 -5 ^J12) 

welche Kraft TJ* ebenfalls in der Richtung der Verbindungslinie statt hat. 
Somit ist die ganze Kraft, welche das Stromelement dsl auf die Elek- 
tricität e in ^ ausübt 

ee' 
ü -\- ü' = -5-5 (4: UV cos cos 0' — Suvsindsinff) 



Suveef 
Suvee' 



(cosOcosd' — -cosOcosff + sinOsinO'j 



U+ U':^-^^^^(^cose -^cosdcosff^ 13) 

Setzt man in dieser Gleichung für e und u beziehungsweise — e 
und — w, so erhält man oflfenbar die von der Elektricität 4" ^ ^ud 
— e' in B auf die Elektricität — e in A ausgeübte Wirkung 

F + r = ^^-j- [coss — -cosOcosff ]. . . 14) 

welche somit der Grösse und Richtung nach mit der auf -|- e ausgeübten 
Wirkung gleich ist. Durch Addition der Gleichungen 13) und 14) er- 
hält man nun schliesslich für die ganze Wechselwirkung der beiden 
Strom demente 
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TF= rT~(^^* — -cosdcosß^j . ... 16) 

Bezeichnen wir noch die in mechanischem Maasse gemessene Inten- 
sität des positiven Stromes in Ä und B mit I und I\ so hat man na- 
türlich 

T—1!L V — ^ 
wodurch Gleichung 15) übergeht in 

TF= ^-^ [cosB — -cosdcosff] . . 16) 

Wir erhalten also wirklich aus Web er 's Hypothese für das Gesetz, 
nach welchem zwei Stromelemente auf einander wirken, die von Ampere 
aufgestellte, durch mannigfaltige Versuche bestätigte Form. 

Mit Hülfe der bis jetzt unbestimmt gelassenen Constante a können 
wir aber auch die Intensität dieser Wirkung für beide Fälle in üeber- 
einstimmung bringen. Bedeuten nämlich i und »' die Intensitäten ge- 
messen im elektromagnetischen Maasse , und setzen wir den constanten 
Factor , mit welchem multiplicirt i und i' übergehen in I und J', gleich 

—77=, d. h. setzen Mrir 
2V2 

I r a 



17) 



^ ^' 21/2 

so geht Gleichung 16) über in 

— (cösa — -rcosdcosff) . . 18) 



W= — 2 



welches genau die im §. 134 aufgestellte Formel ist. 

Um den numerischen Werth der Constante a aus den Gleichungen 
17) berechnen zu können, muss man das Yerhältniss der mechanischen 
Einheit der Stromstärke zur elektromagnetischen kennen. Nach dem 
was wir im §. 131 hierüber gesagt haben, ist somit beiläufig 

a = 155 . 109 X 2 1/2^= 438 . 10» 

unter Zugrundelegung der in §. 131 angegebenen Einheiten. Die Con- 
stante a bedeutet übrigens diejenige constante Geschwindigkeit^, bei der 
zwei bewegte Elektricitätstheilchen nicht mehr auf einander wirken. Ist 
nämlich die Bewegung der Elektricitätstheilchen gegeneinander constant, 

so ist -TTj = und Gleichung 1) geht über m 
U wird also gleich Null, sobald 
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ißt Die constante Geschwindigkeit, bei der zwei bewegte Elektricitäten 
nicht mehr auf einander wirken, wäre also nahezu 438 . 10® Millimeter 
oder 59000 Meilen in der Secunde. 



V. Induction. 

139. Induction durch Bewegung des inäucirten Leiters. Bewegt 

man einen Leiter in der Kähe eines constanten Stromes, so wird in dem- 
selben bekanntlich ein elektrischer Strom erregt. Die Entstehung dieses 
Inductionstromes wird ebenfalls durch das Weber' sehe Grundgesetz er- 
klärt*), wenn man mit Fechner**) annimmt, dass es für die Wirkung 
des elektrischen Th eilchens c' auf das Theilchen e gleichgültig sei, ob 
letztere Elektricitätsmenge sich mit der Geschwindigkeit u in dem Leiter 
fortpflanze, oder ob der Leiter selbst sich nach derselben Richtung mit 
der Geschwindigkeit n bewege, die Elektricitätsmenge e darin aber in 
Ruhe sei. Unter dieser Voraussetzung sei nun -^s' ein Element eines 
linearen Stromes, so dass in jedem Momente die Elektricitätsmenge n 
+ f! und — e' durch dieses Element mit den Geschwindigkeiten v und 
— V fliessen; ^s sei dagegen ein Element eines benachbarten linearen 
Leiters, durch welches kein Strom fliesst, in dem «jedoch wie in allen 
Körpern gleichviel positive und negative Elektricität enthalten ist. Die 
Entfernung der Anfangspunkte -4, 5 der beiden Elemente /ds und /lä 
sei r, der Winkel, welchen r mit ^s' bildet, wie im §. 138 gleich 0'; da- 
gegen bedeute ö nunmehr den Winkel, welchen die Richtung A C, in der 
^s mit der Geschwindigkeit u bewegt wird, mit r einschliesst, während 
^S selbst mit r etwa den Winkel % bildet. Setzt man noch wie im 
§. 138 die Neigung von -^s' gegen AG gleich £, so müssen wir nach 
der zuvor aufgestellten Hypothese für die Wirkung der Elektricitäten 
+ c' und — e' in ^s' auf die Elektricität + e in z^s denselben Aus- 
druck wie in Gleichung 13) §. 138 erhalten, nämlich 



_^eue 



~(C0S£ — •-COBiiCO^&\ . . . . 1) 



Um hieraus die Wirkung von ^s' auf — e abzuleiten, hat man 
bloss — c für e zu setzen , w ändert in diesem Falle sein Zeichen nicht, 



*) Weber, Elektrodyn. Maassbest. Abb. L loc. cit. 
**) Fechner, Pogg. Annal. Bd. 64, S. 327. 
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da ■+- ö und — e nach derselben Richtung A C mit ^8 bewegt werden. 
Dies giebt für die auf — e ausgeübte Kraft 

+ 8 — 2-2" \cose — -cosdcosff] .... 2) 

Diese zwei Ausdrücke lehren, dass durch die Wirkung des Strom- 
elementes z/s' die Elektricitäten in dem bewegten Elemente ^s nach 
entgegengesetzten Richtungen getrieben werden, d. h. es entsteht in 
^J s eine elektromotorische Kraft, die einen elektHschen Strom erzeu- 
gen -wird, sobald /^s einem geschlossenen Leiter angehört. Indem wir 
diese elektromotorische Kraft auf die Menge Elektricität in z/s bezie- 
hen , welche den Querschnitt dieses Leiters mit der Mengeneinheit be- 
setzt, so haben wir für e zu setzen 1 . z/s; ausserdem ist nach §. 138 

e^v = I' , ^ds' = —77=*' . ^s', wenn J' die im mechanischen, i' die 

im elektromagnetischen Maasse gemessene Stromintensität in ^s' bedeu- 
tet. Die Subtraction der zwei Torhergehenden Ausdrücke giebt so 

2V2 u^si'dsf 



— 2- 



IcosB — -cosOcosS'\ ... 3) 



E: 



und es wird die auf die positive Elektricität in ^s in der Richtung der 
Verbindungslinie r wirkende elektromotorische Kraft proportional dem 
letzten Ausdrucke sein. Da jedoch die Elektricität in z/s sich nur in 
der Richtung dieses Elementes bewegen kann, so ist der letzte Ausdruck 
ausser mit der Proportionalitätsconstante Cnoch miicosxza multipliciren, 
um die für die Entstehung des Inductionsstromes in Betracht kommende 
elektromotorische Kraft 

^^2\/2 wz/si'z/s' / ^ a a\ .^ 

zu erhalten. Setzt man hierin 

0=.-^ 5) 

2V2 

so geht der Ausdruck für die elektromotorische Kraft Über in 

JK == — 2 j \cosh — — cos cos jcosx . . 6) 

Das Vorzeichen von E bestimmt die Richtung, nach der die positive 
Elektricität im Elemente ^s bewegt wird: je nachdem nämlich E po- 
sitiv oder negativ ist, macht die Richtung des positiven Stromes in ^s 
mit der Linie r die Winkel % oder 180 + ^t» 

Sind z. B. die beiden Elemente ^8 und ^s' einander parallel und 
wird in der Ebene derselben z/s senkrecht zu ^s' gegen dasselbe hin 
bewegt, so ist 

e' = x, e = X -^ 900, a = 900 
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und daher ' 

^ = — 3 cosx^stnx] 

der inducirte positive Strom in z/s macht also mit r den WinkeJ 
X + 180®, hat somit die entgegengesetzte Richtung wie der inducirende 
Strom in ^$'. Dies stimmt mit der Erfahrung. 

Bei der entgegengesetzten Bewegung von /Js würde natürlich auc\i 
die Stromrichtung die entgegengesetzte werden. 

§. 140. Fortsetztmg. Der letzte Ausdruck für E lehrt durch Vergleichung 

mit Gleichung 3) §. 134, dass man die vom Elemente ^s' auf das he- 
wegte Element ^8 hervorgehrachte elektromotorische Kraft durch fol- 
gende Regel erhält: 

„Man berechne nach der Ampere' sehen Formel die von ^Js' auf 
^8 ausgeübte Wirkung W unter der Annahme , dass die Richtung des 
Elementes ^S mit der seiner Bewegung zusammen fallt *und durch das- 
selbe ein Strom fliesst gleich der elektromagnetischen Einheit der Inten- 
sität, in welchem Maasse auch f gemessen sein muss ; multiplicirt man die 
so gefundene Grösse TFnoch mit ucos%^ so hat man die gesuchte elektro- 
motorische Kraft." 

Es ist aber leicht zu beweisen, dass man auch durch folgendes 
Verfahren denselben Werth für die elektromotorische Kraft erhält. Man 
berechne zuerst die rechtwinkligen Componenten der Wirkung TF, multi- 
plicire dieselben mit u und projicire sie auf die Richtung des Elementes 
^s: die Summe dieser Projeetionen giebt ebenfalls die elektromotorische 
Kraft. 

Letzteres Verfahren lässt sich aber alsogleich auf den Fall ausdeh- 
nen, wo die von einem endlichen Leiter BF auf z/s ausgeübte elektro- 
motorische Kraft bestimmt werden soll, wie man leicht einsieht, wenn 
man sich J5JP in lauter Elemente wie d8' zerlegt denkt. Man kann 
also sagen: 

„Um die von dem Stromleiter BF m dem bewegten Elemente ^8 
inducirte elektromotorische Kraft zu finden, berechne man die Compo- 
nenten der Wirkung, die nach dem Ampere'schen Gesetze von BF a,ui 
d8 ausgeübt wird, wenn ^s mit der Richtung seiner Bewegung zu- 
sammenfiele und von dem Strome Eins durchflössen würde; diese Com- 
ponenten sind noch mit der Geschwindigkeit von d8 zu multipliciren 
und auf die Richtung dieses Elementes zu projiciren, indem die Summe 
dieser Projeetionen die gesuchte elektromotorische Kraft giebt." 

Durch das Vorhergehende wird natürlich auch die Induction durch 
Bewegung in der Nähe eines Magnets erklärt; letzterer kann ja immer 
durch ein System von Kreisströmen ersetzt werden. Es gelten daher die 
angegebenen Regeln auch für diesen Fall. 

Diese Regeln gelten aber noch wenn der inducirte Leiter in Ruhe bleibt, 
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und der inducirende Strom oder Magnet bewegt wird: u bedeutet dann 
nur die scheinbare Bewegung von ^s* gegen ds. Ebenso lässt sich aus 
dem Web er' sehen Grundgesetze die elektromotorische Kraft berech- 
nen , welche in dem ruhenden Elemente z/ä' dadurch inducirt wird, 
dass die Stromintensität in ds variirt. Dieser Fall tritt bei den gewöhn- 
lichen Inductionsapparaten ein, wo der inducirende Strom abwechselnd 
geschlossen und unterbrochen wird. In Betreff dieser Untersuchungen 
müssen wir aber auf Weber's Abhandlungen*) verweisen. 

Einheit der elektromotorischen Kraft. Dadurch, dass wir die §. 141. 
d 
Constante Cgieich— —7= machen, setzen wir als Maass der elektromotori- 

21/2 
sehen Kraft eine ganz bestimmte Einheit fest. Um zur Kenntniss dieser 
sogenannten elektromagnetischen Einheit der elektromotori- 
schen Kraft zu gelangen, betrachten wir etwa den folgenden speciellen 
Fall. Von den beiden gleich langen Elementen ^s und ds^ sei z/s' senk- 
recht zu r und von einem Strome durchflössen, dessen Intensität nach 
elektromagnetischem Maasse gleich 72 ist, ebenso sei r gleich der Längen- 
einheit; ds dagegen sei parallel r und werde senkrecht zu r mit der Ge- 
schwindigkeitseinheit bewegt, und zwar in entgegengesetzter Richtung 
wie der positive Strom in z/s. Dann ist 

0=rÖ' = 9OO, « = 0, X = 0, 

r = 1; i' = |, u = — 1, Js = Js\ 

E = ^s^ 

und die bei dieser Bewegung inducirte elektromotorische Kraft verhält 

sich zur Einheit der elektromotorischen Kraft so wie die Länge von ^8 

zur Längeneinheit. 

Wir werden jedoch im Folgenden sehen , wie die Einheit der elek- 
tromotorischen Kraft auch durch endliche Grössen definirt werden kann. 
Setzen wir in der Gleichung 6) des vorhergehenden Paragraphen 

C = ^, j' = i'VJ . . . \ . . .■ . 7) 

wo jetzt / die Stromintensität nach elektrodynamischem Maasse bedeutet, 
so wird 

E' = - ^-^^{^^' (cos6^^co8dcose')cosx . . . 8) 

T da 

und es bleiben dieser Gleichung zufolge die Regeln' zur Bestimmung der 
elektromotorischen Kraft auch noch richtig, wenn man in denselben das 
elektromagnetische Maass der Stromintensität durch das elektrodynami- 
sche ersetzt. Allein man erhält dann die elektromotorische Kraft in einer 
anderen Einheit wie früher, nämlich in der sogenannten elektrodyna- 
mischen Einheit, deren Bedeutung ebenfalls durch den früher be- 
trachteten speciellen Fall ermittelt werden kann. 

*) W. Weber, Elektrodyn. Maassbest. Abh. I. und II. loc. cit. 
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Die elektrodynamische Einheit der elektromotorischen Kraft verhält 
sich aber zur elektromagnetischen Einheit derselben so wie V2 zu 1. Aus 
den Gleichungen 6) und 8) folgt nämlich mit Rücksicht auf die zweite 
Gleichung 7) unmittelbar 

E = V¥lf 9) 

Beide Einheiten sind jedoch absolute Maasse, da zu ihrer Bestim- 
mung nur die Einheiten von Kraft, Zeit und Länge nöthig sind. 

§. 142. Einheit des Widerstandes. Auf die absoluten Maasse für Strom- 

intensität und elektromotorische Kraft lässt sich nun auch ein absolutes 
Maass des Widerstandes eines linearen Leiters gründen. Es ist nämJich 
für einen solchen Leiter dem Ohm'schen Gesetze zufolge der Widerstand 
proportional dem Quotienten aus der elektromotorischen Kraft in die 
Stromintensität. Setzen wir daher diese Constante gleich 1, so können 
wir sagen: 

„Die Einheit des Widerstandes ist der Widerstand eines geschlosse- 
nen Leiters, in welchem durch die Einheit der elektromotorischen Kraft 
ein Strom von der Intensität Eins erregt wird." 

Je nachdem wir nun elektromotorische Kraft und Stromintensität in 
elektromagnetischem oder in elektrodynamischem Maasse messen, erhalten 
wir entweder die elektromagnetische oder die elektrodynamische Einheit 
des Widerstandes. Die letztere Einheit verhält sich aber zur ersteren 
ofltenbar wie 2:1. 

Es ist klar, dass sobald man nur den Widerstand eines einzigen 
Leiters Ä in absolutem Maasse kennt, der Widerstand irgend eines ande- 
ren Leiters B durch Vergleichung mit dem Leiter .4 in absolutem Maasse 
gefunden werden kann. Da in diesem Falle Widerstand und Strom- 
intensität nach absolutem Maasse bestimmt werden können, so giebt 
die Ohm 'sehe Formel dann auch die elektromotorische Kraft in absolu- 
tem Maasse. 

§. 143. Induotion in einem gedrehten kreisförmigen Leiter. Mit 

Hülfe der im Vorhergehenden gegebenen Regel wollen wir nur die durch 
einen Magnet inducirte elektromotorische Kraft für den folgenden spe- 
ciellen Fall wirklich berechnen. Es sei Q der Mittelpunkt, M das Mo- 
ment eines Magnets, dessen Axe durch den Mittelpunkt eines kreis- 
förmigen Leiters so geht, dass sie auf einem Halbmesser G des letzte- 
ren senkrecht steht; um diesen Halbmesser soll der Leiter gedreht wer- 
den und die hierbei durch M inducirte elektromotorische Kraft unter der 
Voraussetzung berechnet werden, dass der Halbmesser r des Leiters klein 
gegen die Entfernung OQ = R ist. 

Wir wählen zum Coordinaten -Anfangspunkte, OQ zur X-, den 
Halbmesser G aber zur Z-Axe. Die Ebene des Kreises schneide die 
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Fig. 46., 



Xr- Ebene in der Linie OB und es sei der Winkel JOB = ^. Der 
Magnet in Q wende seinen Nordpol dem Kreise zu, so dass die Richtung 
seiner Elementarströme vpn der positiven F- zur positiven Z-Axe geht. 
E sei ein Punkt des Kreises zwischen B und G und der Winkel COE 
-= 8. 

Der Winkel i^ bestimmt die Lage des Kreises, der um die Linie 

gedreht wird, zu einer bestimmten Zeit t. 
Im nächsten Momente, das ist nach der 
Zeit t -\- dt, wird der Winkel ^ über- 
gegangen sein in ^ -\- d^y wo ^^t und 
dtl) sehr kleine Grössen bedeuten. Die 
Richtung ED, in der sich hierbei der 
Punkt E bewegt, kann während dieser 
kurzen Zeit als senkrecht zur Ebene BOG 
betrachtet werden und die Richtungscosi- 
nusse (a, /J, y) der Linie ED sind daher 

a = cosxlf, ß = — Sinti;, y = 0. 
Denken wir uns nun in E ein lineares Element ^s in der Richtung 
ED und vom Strome 1 durchflössen, so finden wir für die rechtwinkligen 
Componenten der Wirkung, welche der Magnet M auf dies Stromelement 
ausübt, nach §. 133, da die Ooordinaten von E offenbar 

X = r sind Sinti; , y = rsind costi;, = rcosd, 
die von Q aber 




sind 



a — B, 5 = 0, c = 
Mds 



— 3 



Y = 



3 



Z= — 



EQ^ 

MJs 

EQ^^ 

MJs 



sin tl; sin q> cos (p 
cos tl; sin q> cos q> 
sint\;{\ — 3 cos 92) 



1) 



EQ^ 

Hierbei ist der Winkel 9? = ^^iS der Winkel, welchen die Linie 
(?i? mit der X-Axe bildet. Den angegebenen Ooordinaten zufolge ist 



nun 



EQ^ = B^ — 2rBsin8sintl; + r'^ 

und daher bei Vernachlässigung zweiter und höherer Potenzen des klei- 
r 



nen Bruches 



B 



1 



^ = ^(l + 3^sin«sm^) 



2) 
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Ferner ist bei derselben Vernachlässigung 
X — a rsinösin^ — E 
""^ EQ EQ 

= (l + —sin8sin^\ i — sinSsin^ — 1 j 

wodurch die Gleichungen 1) übergehen in 

X=r=0, Z=2-^^sm^ 4) 

Um aus diesen Ausdrücken die in E inducirte elektromotorische 
Kraft zu erhalten, haben wir dieselben zuerst mit u zu multipliciren, wo 
u die Geschwindigkeit von E bedeutet, dann sind sie beziehungsweise 
noch mit den Richtungscosinussen w, w, j? der Tangente ET bh den 
Kreis in E zu multipliciren und zu addiren. Diese Summe ist'natürlich 
noch mit z/f zu multipliciren, um die ganze während dieser Zeit indu- 
cirte elektromotorische Kraft {E) zu erhalten. Somit ist 

^^ = -EQr^^^^ ö) 

Nun ist aber der Rotationsradius von E ersichtlich r sin Ä, die Win- 
kelgeschwindigkeit von E aber —rr und daher 

^^ . . 
u = — -rr-rsenö; 

ebenso ist leicht einzusehen, dass 

p = sind 

ist, wodurch Gleichung 5), wenn man noch die Gleichungen 2) berück- 
sichtigt, in 

(E) =M — -5 — (1 + B-:=sindcos(pjrsind^sintJtl; . . 6) 

übergeht. Setzt man hierin für d den Winkel d + 180^ wodurch Sinus 
und Cosinus ihr Zeichen wechseln, so erhält man die elektromotorische 
Kraft (Ef'X welche gleichzeitig in dem Elemente des Kreises, das um 180® 
von E absteht, inducirt wird. Addirt man diese beiden Kräfte, so findet 
man leicht 

(E) + (If') = ^-^^rsm8Uinil>'^il^ .... 7) 

Ersetzt man in diesem Ausdrucke noch d durch d -\- 90, so erhält 
man die elektromotorische Kraft (E^ -^ (-E"') für zwei Elemente, die von 
den ersteren um 90^ abstehen; für alle vier Elemente aber wird 

iE) + (Ef) + (£") + (jEi") = ±^lrsin^J^ ... 8) 
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Hieraus erhält man nun durch Multiplication mit der im Kreise ent- 
haltenen Anzahl . ■ von solchen vier Elementen die im ganzen Kreise 

inducirte elektromotorische Kraft 

2Jf 

K = -r^T-r^TCsin^Jtl; 9) 

Dieser Ausdruck kann noch dadurch umgestaltet werden, dass, wie 
im §. 132 gezeigt wurde, 

d cos7\f = — sin^^ilj 

ist und dass statt r^Tt^cos^l; offenbar auch ^r^%cos^ gesetzt werden 
kann, da ja r^Jt eine constante Grösse ist. Somit wird, wenn wir noch 

r^Ttcost = S 10) 

setzen 

i^=-f^s ") 

Hierbei ist die mit 8 bezeichnete Grösse nichts anderes, als die Pro- 
jection der Kreisfläche r^7t auf die ITZ- Ebene. Die letzte Gleichung 
lehrt aber unmittelbar, dass wenn Si und 8^ die Grössen dieser Projec- 
tion zu Anfang und Ende einer Drehung des Kreises sind, für die ganze 
während dieser Drehung inducirte elektromotorische Kraft die Gleichung 

SK=-^(82-8,) 12) 

bestehen muss. Die Summe der elektromotorischen Kraft £K ist somit 
unabhängig von der Geschwindigkeit, mit der die Drehung vorgenommen 
wird, und hängt nur von der Anfangs- und Endlage des inducirten Lei- 
ters ab, ein Resultat, das, wie tiefere Untersuchungen *) lehren, überhaupt 
für jeden Fall der Induction gilt. 

Nehmen wir an, der kreisförmige Leiter falle ursprünglich mit der 
y^Ebene zusammen und werde um 180® gedreht, dann ist Si = r^jr, 
82 = — r^TCj und daher 

2M 
2K=-^2r^7t 13) 

Das Inductionsmagnetometer **). Bei der Drehung eines kreis- §. 144. 
förmigen Leiters wird in demselben schon durch den Erdmagnetismus 
eine elektromotorische Kraft inducirt. Zerlegt man die erdmagnetische 
Kraft in eine der Drehungsaxe parallele und in eine zu ihr senkrechte 



*) Neamann: Allgemeine Gesetze der inducirten elektrischen Strome. Ueber 
ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie inducirter elektrischer Ströme. 
Abh. d. Berliner Akad. d. Wiss. 1845 u. 1847; Pogg. Annal. Bd. 67. — W. 
Weber, Elektrodyn. Maassbest. Abh. I. u. II. 

**) Weber, Pogg. Annal. Bd. 48 u. 90. 
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Componente, so sieht man alsogleich, dass nur die letztere eine indu- 
cirende Wirkung hervorbringen kann. Nehmen wir also an, die Dre- 
hungsaxe des Kreisleiters wäre vertical, so kommt nur die horizontale 
Componente H des Erdmagnetismus in Betracht. Die inducirende Wir- 
kung dieser Componente wird aber dieselbe sein wie die eines Magnets 
M^ der auf ein magnetisches Theilchen fi, welches sich auf seiner Axe in 
der grossen Entfernung It befindet, die gleiche Wirkung wie die hori- 
zontale Componente des Erdmagnetismus hervorbringt. Die letztere Wir- 
kung ist aber /tiJBi während die Wirkung des Magnets unter den ange- 

2 Ma 

gebenen Umständen nach §.91 gleich ist. Wir erhalten somit 

für das Moment eines Magnets, der dieselbe Inductionswirkung hervor- 
bringt wie die horizontale Componente des Erdmagnetismus, den Aus- 
druck 

und haben daher in den Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen 

2Jf 
nur -^ = jy zu setzen, um sie für den gegenwärtigen Fall benutzen 

zu können. Gleichung 11) und 13) werden hierdurch 

K= — HJS 14) 

2JK= H2r'^7t 15) 

Die zweite Gleichung bezieht sich auf den Fall, wo der kreisförmige 
Leiter um die Verticale um 180® so gedreht wurde, dass seine Ebene zu 
Anfang und zu Ende der Drehung senkrecht zum magnetischen Meri- 
diane ist. 

Hat man zu dieser Drehung die kurze Zeit d' gebraucht, so ist die 
auf die Zeiteinheit reducirte elektromotorische Kraft nahezu gleich 

•^SK: sie wäre nämlich vollkommen gleich diesem Ausdrucke, wenn man 

*die Drehung so vornimmt, dass die Projection des Kreises auf eine ver- 
ticale Ebene senkrecht zum magnetischen Meridiane sich in gleichen Zei- 
ten um gleichviel ändert. Dann ist nämlich auch die Aenderung von K 
proportional der Zeit. Ist nun i die Intensität des durch die Drehung 
inducirten Stromes, so hat man nach dem O^m'schen Gesetze 

. * = ¥W' ** = ^r "> 

Das Product i%^ kann aber nach der in-§. 130 angegebenen Methode 
bestimmt werden, wenn man den Strom mittelst einer passenden mecha- 
nischen Vorrichtung auch noch durch eine Tangentenboussole oder durch 
ein Magnetometer hindurchgehen lässt, und es ist der Ausschlagswinkel 
dieser Instrumente proportional dem Producte e#, also etwa 
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^^ = ^,^ = -1^ ^^^ 

W bedeutet hier natürlich die Summe der Widerstände des gedreh- 
ten Leiters und des Magnetometers. 

Denken wir uns nun denselben kreisförmigen Leiter um einen hori- 
zontalen Radius, der im magnetischen Meridiane liegt, um 180^ so ge- 
dreht, dass die Kreisfläche zu Anfang und Ende der Drehung horizontal 
ist, so werden wir für diesen Fall ähnliche Gleichungen wie 15), 16), 17) 
haben, nur wird jetzt die Induction bloss von der verticalen Componente 
des Erdmagnetismus abhängen. Wir erhalten so bei Anwendung dessel- 
ben Magnetometers 

, Cs' = i'^^I^ 18) 

und durch Division der Gleichungen 17) und 18) 

a' F 

1=H ^») 

Das Verhältniss V x H ist aber nichts anderes als die Tangente 
der Inclination, deren Grösse also auch durch Beobachtung des Verhält- 
nisses der Winkel £ und «' ermittelt werden kann, und es hat diese von 
Weber angegebene Methode vor der im §. 95 beschriebenen den Vor- 
zug, dass sie in bedeutend kürzerer Zeit ausgeführt werden kann. Da 
die Inductionswirkung für einen einzigen kreisförmigen Leiter sehr 
schwach ist, so wendet man natürlich ein ganzes System nebeneinander 
liegender Drahtwindungen an. 

Messiing eines Widerstandes nach absolutem Maasse*). Die §. 145. 
Gleichungen 11) bis 15) geben die Möglichkeit, die Einheit der elektro- 
motorischen Kraft bloss durch endliche Grössen zu bestimmen. Setzen 
wir z.B. H = 1, ^S = 1, so wird auch Ä = 1 und die Gleichung 14) 
giebt in Bezug auf die Zeiteinheit den Satz : 

„Die elektromagnetische Einheit der elektromotorischen Kraft ist 
diejenige elektromotorische Kraft, welche durch die Einheit des Erdmag- 
netismus in einem kreisförmigen Leiter inducirt wird, wenn man densel- 
ben so dreht, dass die Projection seiner Fläche auf eine zur Richtung des 
Erdmagnetismus senkrechte Ebene sich in der Zeiteinheit um die Flä- 
cheneinheit ändert." 

Da wir nach diesem Maasse die bei der Drehung des Inductions- 
magnetometer inducirte elektromotorische Kraft wirklich berechnet ha- 
ben, und auch die Intensität des inducirten Stromes nach §. 130 in 
absolutem Maasse messen können, so lässt sich der Widerstand dieses In- 
strumentes ebenfalls im absoluten Maasse angeben. Hat nämlich der 
gedrehte Leiter etwa n Windungen vom Radius r, so ist den Gleichungen 
15) und 16) zufolge 

*) W. Weber, Elektrodyn. Maassbest. Abb. II. loc. dt. j 
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id = 



w 

wobei natürlich eine entsprechende Drehung vorausgesetzt wird. Brii 
nun der Strom i im Magnetometer den Ausschlag £ hervor, und hat < 
Magnetometer W Windungen vom Badius r', der Magnetstab aber < 
Moment M und die Schwingungsdauer r, so ist nach §.129 

to = • 7-6 : 

180 2n' ' ' 

Die Division der Gleichungen 20) und 21) führt zu 

180 4nnV3 



W = 



B tr 

welche Gleichung den Widerstand W der ganzen Leitung in atsalut 
Maasse giebt. 
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Differentialgleichungen. 

Von 
Dr. G. W. Strauch, 

Bector der höheren Unterrichtsanstali zu Mari im Kanton Aargau. 

Erster Band, 
gr. 8. Fein Velinpapier, geh. Preis 8 Thlr. 

Die Verlagshandlung übergieht dem mathematischen Publikum hiermit ein 
Werk, welches praktische Anwendungen £ür die höchsten Partien der Integralrech- 
nung enthält, lieber den reichen Inhalt desselben giebt die Vorrede und das In- 
haltsverzeichniss ausführliche Kunde. Bas Werk ist eine Ergänzung zu jedem Lehr- 
buche der höheren Analysis. Dabei sind namentlich diejenigen Leser, welche Selbst- 
studium betreiben, so berücksichtigt, dass sie alle nöthige Aufklärung im Buche 
selbst finden, und niemals in den Fall kommen werden, sich anderswo Raths erho- 
len zu müssen. 

Dass bis jetzt sowohl in der deutschen als auch in allen ausländischen Spra- 
chen ein solches Werk gefehlt hat, weiss jeder, dem der Zustand der mathema- 
tischen Literatur bekannt ist. Dass aber auch der Verfasser der Mann war zur 
Herstellung eines so schwierigen und interessanten Werkes , dafür bürgt die Aner- 
kennung, welche derselbe vielfach bei den wissenschaftlichen Autoritäten des In- 
und Auslandes erlangt hat. 
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Verlag von Friedrich Vieweg;>i^i*öy>f^hfi'*in BranBscfe 
Müller-Pouillet's 

Lehrbuch der Physili und Meteorologie 

Zwei Bände von 116 Bogen gr. 8. 

Mif 1724 in den Text eingedruckten Holzstichen, 15 Stahlstich-Tafeln, 

zum Theil in Farbendruck, und einer Photographie. 

Sechste umgearbeitete und vermehrte Auflage. 

Fein Vclinpap. geh. Preis für das complette Werk 9 Thlr. 

Diese sechste Auflage ist eine durchweg neu bearbeitete; sie erschi< . . 
die vorhergehenden ,* in zwei Bänden. 

Der Preis ist, unter Berücksichtigung der zahlreichen Illustrationen in Holzstidii ; 
(1724), einer Anzahl schwarzen und farbig gedruckten Kupfertafeln, und der Übri- 
gen typographischen Ausstattung, ein sehr billiger. Nur grosse Verbreitung 
eines Werkes, welches der regsten Tlieilnahrae würdig ist, kann ihn motjviren. 

Jede Buchhandlung ist ausserdem in den Stand gesetzt, auf 6 auf einmal beÄO»-^ 
gene Exemplare ein Frei-Exeinplar zu bewilligen, was besonders für Lehranstalten jj 
und da, wo Mehre für den Ankauf einer Anzahl von Exemplaren zusammentreten,,; 
von erheblichem Vortheil sein möchte. 

Die Verlagshandlung hat es sich ernstlich angelegen sein lasset, die Absichten 
des Herrn Verfassers, so weit ihr dies möglich war, zu fordern. ./Zu dem Ende ist 
ein grosser Theil der Abbildungen neu gestochen, theilweise in grösserem Maass- _ 
Stabe, eine grosse Anzahl Abbildungen neuer Apparate sind hinzugekommen, und- 
so correct und präcis in den Details ausgeführt^ dass das Buch immer mehr auch j 
eine hohe Bedeutung für den Mechaniker gewinnt, welcher in den meisten Fällen, J 
seine praktischen Arbeiten nach den jetzigen i Abbildungen ausführen kann. ' ' ^ 

Hierzu als dritter Band: Müller's Lehrbuch der kosmischen Physik»! 
Zweite, durch einen Anhang bereicherte Ausgabe der zweiten Auflage. Mit 316 in 
den Text eingedruckten Hoizstichen und einem Atlas von B3 Stahlsticli Tafeln, zum 
Theil in Farbendruck, gr. 8» Fein Velinpapier, geh. Preis 4 Thlr. 
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und die 

Elektrodynamik 

von 
August Beer. 

Nach dem Tode des Verfassers lieraiißgegeb<'ii 

von 

Julius Plüeker, 

Professor in Boim. 

OT. 8. Fein Velinpapier, o'eb. Preis 2 Thlr. 

Grundriss des photometrisehen Calcüls. 

Von 

August Beer. 

Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten. 

gr. 8. Fein Velinpapier, geh. Preis 1 Thlr 
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